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Kvantova mechanika

Pavel Cejnar

Kvantova mechanika popisuje déje probihajici na jemné urovni rozliseni, kdy charakteristické rozdily akce S=I£dt
(kde £ zna¢i lagrangian, tedy okamzity rozdil kinetické a potencialni energie) mezi dvéma moznymi pribéhy déje jsou
srovnatelné s hodnotou Planckovy konstanty (A = 1,054-10** J.s). Tato podminka je nej¢astéji splnéna pro subtilni déje
v mikrosvété, ale v nékterych pfipadech mize byt relevantni i v makroskopickém svété.

Stav kvantového systému

Stavem fyzikalniho systému rozumime souhrn vsech dat o okamzité konfiguraci systé-
mu, které potfebujeme znat k jednoznacnému (v pfipadé izolovaného systému) urceni
jeho budouciho i minulého vyvoje. Stav vzdy popisujeme pomoci néjakych matematic-
kych objektd, které jsou charakteristické pro dany typ teorie.' V kvantové mechanice je
stav reprezentovan N-rozmérnym (vétsinou N=oc) komplexnim vektorem ‘¥. Stavovym
prostorem je linedrni vektorovy prostor, tzv. Hilberttiv prostor, na némz je definovan
skalarni sou¢in (', ), tedy jisté zobrazeni z mnoziny dvojic vektor( do mnoziny kom-
plexnich cisel. Nasobeni vektoru konstantou neméni fyzikdlni charakteristiky stavu,
a proto je vyhodné volit normalizované vektory, splnujici podminku (¥, ¥) = 1.
Okamzitym dlsledkem vektorového charakteru stavového prostoru je tzv. princip
superpozice: jsou-li ¥, a ¥, vektory popisujici dva z moznych stavl systému, pak
jejich linearni kombinace (tzv. superpozice)

Y =a¥, +bY,

(kde @ a b jsou libovolna komplexni &isla) pfedstavuje vektor popisujici dali mozny
stav. Jestlize stavim ¥, a ¥, odpovidaly odlisné hodnoty néjaké fyzikalni veli¢iny, pak
hodnota této veli¢iny ve stavu ¥ neni uréena — napf. ¢astice neni ani tady, ani tam, ale
spise ,tady i tam". Pravé tato delokalizace umoznuje ¢asticové interferencni chovani
znamé z experimenta.

Kvantovd mechanika mé indeterministicky charakter - umozruje urcit jen pravdépo-
dobnosti riznych vysledk méreni. Vyrazy pro pravdépodobnosti jsou vzdy zalozeny
na skalarnim soucinu mezi néjakou dvojici stavovych vektord. V obecném pfipadé se
pravdépodobnost ,nalezeni” stavu ¥’ v jiném stavu ¥ spocte pomoci vyrazu:
PP, =[P, ¥)

(predpokladali jsme normalizaci obou stavovych vektor(). To znamend, Ze maji-li oba
stavy nenulovy prekryv (skalarni soucin), nelze je z hlediska kvantové mechaniky pIlné
rozlisit.
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Napfiklad v klasické fyzice je stav N-Casticové soustavy zadan vyctem souradnic a hybnosti
vsech ¢astic, tedy jako bod v prostoru o dimenzi 6N.

Obr. 1 Skaldrnisoucin (¥, ¥)
dvou normalizovanych
vektort v Hilbertové prostoru
Hije komplexni ¢islo, které
predstavuje projekci vektoru ¥
do sméru V. Druha mocnina
absolutni hodnoty tohoto
¢isla je rovna kvantové
pravdépodobnosti, ze

stav ¥ bude pfi méfeni
identifikovan se stavem

Y. K obecné formulaci
kvantové mechaniky
pomoci abstraktniho
stavového prostoru

dospél J. von Neumann

a dalsi na zékladé
matematické prace

D. Hilberta.

David Hilbert (1862-1943)

Obr. 2 Srdcem kvantové mechaniky je elektronovy
interferencni experiment. Elektrony prochazejici dvojici
paralelnich Stérbin vytvareji na stinitku za Stérbinami
charakteristicky obrazec patrny na obrazku (tecky udavaji
dopady jednotlivych elektronti). Kdyby byla oteviena

jen jedna z obou stérbin, vznikl by jediny pruh za touto
Stérbinou, jsou-li ale otevieny $térbiny obé, pozorujeme
nékolik pruht v mistech, které neodpovidaji poloze Stér-
bin. Pi¢inou je interference, podobna té, kterd vznika pii
skladani vin. Protoze v3ak elektrony dvojici $térbin procha-
zeji po jednom (viz obrazek zachycujici réizné faze tvorby
obrazce), kazdy elektron musi interferovat ,sam se sebou”.
Z hlediska kvantové mechaniky se jednd o dusledek relace
P (X)o7 P(X)y +P(X)y,, kde P(X)y predstavuje pravdé-
podobnost naméreni souradnice X pro ¢astici ve stavu ‘P,
pricemz ¥, P, resp. P, + ¥, symbolizuji stavové vektory
odpovidajici situaci, kdy je oteviena jen prvni nebo druha
Stérbina, resp. obé stérbiny najednou. Obrazek prevzat
zprace [A. Tonomura et al.: Am. J. Phys. 57, 117 (1989)].



Kvantovani
fyzikalnich velicin

Je-li stav kvantového systému zadan vek-
torem ¥, jak spocitat pravdépodobnostni
rozdéleni vysledkd méreni dané veliciny
v tomto stavu? Kvantovd mechanika pfi-
pisuje kazdé fyzikalni veli¢iné A néjaky
operator A,jeni kazdému vektoru ¥ sta-
vového Hilbertova prostoru pfifazuje jiny
vektor AY. Zavedeni operatorl umoznu-
je zachytit jak nedeterministicky charak-
ter kvantové mechaniky, tak skute¢nost,
ze nékteré veli¢iny nejsou vzajemné kom-
patibilni (jejich operatory nekomutuiji, tj.
platiproné A- B # B - A, coz ma zavazné
fyzikalni disledky).

Pravdépodobnostni rozdéleni veliciny
A pro dany kvantovy stav je uréeno jed-
notlivymi momenty tohoto rozdéleni,
tedy stfednimi hodnotami vSech mocnin
Afpro k=1,2,3..., které se pro stavovy
vektor ¥ spoc¢tou pomoci skalarniho sou-
¢inu
K\ _ Ck
(A%, = (w, Axw),

kde A = A. A---Aozna&ujek—tou mocni-

nu operatoru A.Vyznamnou rolivkvantové
mechanice hraji stavy s nulovym statistic-

kym rozptylem dané veliciny. Ty jsou urce-
ny vztahem A A, = \/(A2> ¢ — (A% =0,

vedoucim k rovnici

AY, =a¥,,

ktera fika, ze plsobeni operatoru A na
vektor ¥, je dano jen nasobenim toho-
to vektoru cislem a (jez je tedy jednim
z vlastnich cisel operatoru A.

Vsechny ,naméritelné” hodnoty a veli-
¢iny A jsou uréeny pravé vlastnimi &isly
operatoru A tedy feSenimi posledni rov-
nice. Mnozina téchto feSeni ma casto dis-
krétni (nespojity) charakter — vysledkem
je kvantované spektrum dané veliciny
(napt. energie). Pro stavové vektory, které
rovnici pro vlastni ¢isla vyhovuii, je vysle-
dek méfreni veli¢iny A jednoznacné urcen
(bude jim vlastni hodnota a, jak vyplyva
z ,bezdisperzniho” charakteru téchto
stavll), pro ostatni vektory ¥ je pravdé-
podobnost naméreni hodnoty a ur¢ena
formuli P(a)y, = P(¥, )y (viz odstavec
»Stav kvantového systému®).
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Obr. 3 Vinové funkce ;, (X) jednorozmérného harmonického oscilatoru pro nékolik
nejnizsich energetickych hladin En=h0)(n +%)

Priklady

Stavové vektory jedné bezstrukturni a bezspinové ¢astice ve 3rozmérném prostoru X
jsou ztotoznény s komplexnimi vinovymifunkcemi ¥ =/ (X), pficemz skalarni soucin
na tomto prostoru je definovan integralnim vztahem (', V) = J.l//'()?) *y(X)dx.
Pozaduje se normalizovatelnost vektord, vyjadienarelaci (¥, V) = _ﬂyl()?)‘z d’x <oo,
ktera umoznuje vinovou funkci prenasobit vhodnou konstantou tak, aby uvedeny
integral byl roven jedné. Kvadrét absolutni hodnoty normalizované vinové funkce
p(X)= ‘I/I(X)‘ Ize interpretovat jako amplitudu pravdépodobnosti vyskytu &asti-
ce v misté X. Libovolna linearni kombinace normalizovatelnych vinovych funkci je
opét normalizovatelnd, je tedy splnén princip superpozice. Dimenze prostoru je ne-
konecnd; soustavu bazovych vektorl tvofi libovolna ortogonalni soustava funkci.

Operétor i-té slozky soufadnice X; je uréen jako nasobeni vinové funkce pfislus-
nou slozkou X; soufadnicového vektoru, tj. pfedpisem X;'¥ = X;y/(X). Operator i-té
slozky hybnosti P, se vyjadii jako derivace P = —ihme(X). VInova funkce se da
ekvivalentné zapsat také v impulzové reprezentaci — jako normalizovatelna funkce
vektoru hybnosti, ¢ (P), kterou dostaneme pomoci Fourierovy transformace funkce
Y/ (X). Impulzové reprezentace je vzhledem k reprezentaci soutadnicové jakoby zrca-
dlové pievracend, napt. operator hybnosti P, se v ni vyjadfi nasobenim proménnou
p; a operator soufadnice naopak jako derlvace X +ih = Operatory stejné slozky
soufadnice a hybnosti spolu nekomutuji, plati totlz X, P P X, = ihd; (bez ohledu
na reprezentaci), coz ma za nasledek relace neurqtostl

h
2
podle kterych vzadném stavu ¥ nelze presné urcit danou slozku souradnice a hybnos-
ti sou¢asné (soucin neurcitosti musi byt pfinejmensim roven pravé strané vyrazu).'

’

AX,y ARy 2

Operator energie, tzv. hamiltonian, pro &astici v potencialu V (X) se zapise jako

2 2 2

kde A= aale‘* aale +aaT§ oznacuje Laplgceﬂv operator vystupujici v operatoru
kinetické energie (prvni ¢ast vyrazu pro H, kde m znaci hmotnost ¢astice). Reseni
rovnice pro vlastni ¢isla HY = EY dava spojité ¢i diskrétni spektrum energii E.
Diskrétni reSeni nachazime v ptipadech vazanych stavd, kdy potencidl neumozriuje
Unik ¢astice do nekonecna Piikladem je potencidlova jama nebo harmonicky osci-
latorV (X) = mg’ x*(kde  je kruhova frekvence klasického periodického pohybu),
jehoz spektrum a vinové funkce jsou znazornény na obrazku 3.

! Soutadnice a hybnosti jsou ddlezité z diivodu navazéani na vysledky klasické fyziky, ale

v kvantovém piipadé maji pfislusné operatory ponékud anomalni vlastnosti: jejich plsobe-
ni neni definovano v celém Hilbertové prostoru a vlastni funkce lezi mimo tento prostor.
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Obr. 4 Hustota pravdépodobnosti p= ‘\|I “tfech vysoce

vzbuzenych energetickych stavil ¢astice v rovinném potencialu

V =r*+0,62 rzcos3(p— r?, kde (r, @) jsou polérni soufadnice v roviné (X, Y).
Tmavé oblasti odpovidaji vysoké hustoté pravdépodobnosti vyskytu ¢astice; vnéjsi
¢ara ohranicuje klasicky dostupnou oblast pfi dané hodnoté energie. Pfevzato

z prace [P. Stransky, P. Hruska, P. Cejnar: Phys. Rev. E 79, 066201 (2009)].

Evolucni rovnice

Kvantovy stavovy vektor se vyviji v Case. Evoluce izolovaného
systému popsaného hamiltonianem H je vyjadiena pomoci rov-
nice®(t) = U (t)¥(0), kde operator U (t) = e """ (exponenci-
ala hamiltonianu, kterd je definovéna prostrednictvim Taylorova
rozvoje) predstavuje evolucni operator. Uvedeny vyraz plati jen
za predpokladu, Ze hamiltonidn systému sam nezavisi na case,
tedy neobsahuje napt. ¢asové proménné vnéjsi pole (v nestaci-
onarnim pfipadé je evolucni operator zadan formou nekonecné
rady). Ekvivalentné Ize evoluci vyjadfit pomoci Schrodingerovy
rovnice

g
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ih- WO =HO¥),

ktera plati i pro soustavy s proménnym hamiltonidnem. Pfi evo-
luci se neméni skalarni souciny vektor( a tedy ani jejich norma-
lizace.

Kvantova evoluce prostorové vinové funkce jedné castice v poli S
potencidlu V (X) se da nazorné interpretovat s vyuzitim rozkladu e e = = o o
W =[P € v némZ je komplexni funkce ¥ (X, 1) rozepsana pro-

stfednictvim dvou redlnych funkci, pravdépodobnostni hustoty
p(X,1) afaze S(X,t). Prevedenim Schrédingerovy rovnice do této
parametrizace se ukaze, ze funkci p(X,t) a vektor j(X,t) =p —Y,ns—
(Gmérny gradientu funkce S) |ze interpretovat jako hustotu p a tok
T = pV (kde V pfedstavuje rychlost proudéni) jakéhosi ,kvantového
média“. Proudéni tohoto média v prostoru je fizeno jak pfirozenym
potencidlem V (X), tak dodatecnym kvantovym ¢lenem -, potenci-
alem” tvaru U (X,t) = —g—mA—’\/?. V limité 72 — O (limita klasické
fyziky) je pfispévek ¢lenu U nulovy a feseni prechazi na problém
klasického pohybu souboru ¢astic. Pro skute¢nou (nenulovou)
hodnotu Planckovy konstanty dostavame rovnice proudéni s cel-
kovym potencidlem V+U, jenz ve svém druhém ¢lenu netrividlné
zavisi na hustoté média p.

.- ‘»##«g&&\ A\

Tokova formulace Schrédingerovy rovnice se hodi napf. k popisu

rozptylu ¢astic pii vzajemnych srazkach: tok | €astic rozptylujicich

se do rGznych smérd se pfi znalosti interakéniho potencialu dé Obr. 5 Proudové cary odnovidaiict dvg o o dvoi
v . P4 2 r. rouaove cary oapovidajici dvema energetlc ym stavum vojice

spocitat a konfrontovat s experimentem. Jiny piiklad ,kvantového propojenych rovinnych vinovodi. Jedna se o staciondrni stavy, v nichz

proudéni” je na obrazku 5. hustota p i tok j zdstavaji konstantni. Pfevzato z prace [P. Exner, P. Seba,
M. Tater, D. Vanék: J. Math. Phys. 37, 4867 (1996)].
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Obr. 6 Niels Bohr a Albert Einstein pfi jedné z diskusi o povaze kvantovych zakon.

Interpretacni otazky

Spojitd zména stavového vektoru dand evolu¢nim operdtorem popisuje vyvoj kvanto-
vého systému pfi absenci vnéjsich zasahl. Ten je narusen pfi méreni, kdy dochdzi k na-
hlé, nedeterministické zméné vinové funkce (k jeji tzv. redukci, ,kolapsu”). Pfi tomto
procesu je stav kvantové superpozice, ve kterém se systém nachazi pred mérenim, re-
dukovan pouze na jeden z moznych vysledkl méreni. Skutecnost, Ze kvantové méreni
bez ohledu na konkrétni realizaci ovliviiuje stav méfeného systému, predstavuje dosud
ne zcela vyjasnény predpoklad kvantové mechaniky. Spolu s dalSimi interpretacnimi
otazkami se stal pfedmétem neutuchajicich diskusi. Nasleduje stru¢ny slovnic¢ek nékte-
rych pojmu, které se v téchto diskusich objevuji:

Komplementarita: Kvantovy formalismus obsahuje zdanlivé protichtidné pohledy na
realitu (napf. ¢asticové a vinové chovani).

Kontextualita: Vysledky dané sekvence méreni zdviseji na poradi a dalSich zdanlivé
podruznych okolnostech. Cely proces pozorovani se stava soucasti fyzikalnich déja.

Provazanost: Pfi popisu slozeného systému nelze v obecném pripadé oddélit stavy

jednotlivych podsystém0. Tyto podsystémy pak mohou vykazovat silné korelované
neklasické chovani.

EPR paradox (Einstein, Podolsky, Rosen): Mezi provazanymi kvantovymi systémy muze
dochazet k jisté subtilni formé ,nelokalniho” plsobeni (které vsak nelze vyuZit k nesve-
telnému prenosu informace).

Schrédingerova kocka: Do stavd kvantové superpozice se mohou dostavat i makro-
skopické objekty (,kocka”). Jak potom interpretovat kolaps vinové funkce pfi méreni?

Dekoherence: Ztrata kvantovych atributd systému (,koherence”) v disledku jeho in-
terakce s okolnim prostfedim.

Klasicka limita: Pro i — 0 by kvantova fyzika méla pfechazet na fyziku klasickou. Tato
limita vsak vykazuje silné netrividlni vlastnosti, vyplyvajici ze skute¢nosti, ze kvantova
mechanika ma mnohem bohatsi strukturu nez mechanika klasicka.

Skryté parametry: Zvlastnosti kvantového svéta nelze vysvétlit pomoci pravdépodob-
nostni teorie klasického typu, ktera by napf. pracovala s dosud neznamymi (, skrytymi*)
parametry fyzikdlnich systém. Tato teorie by totiz musela obsahovat predpoklad oka-
mzitého plsobeni na dalku.

Obr. 7 Piiklad kvantového procesu, pfi kterém dochazi ke zméné poctu a typu ¢astic. Jedna se o B-rozpad
neutronu: jeden ze tii kvark(, z nichZ se neutron sklada, se zméni z typu d na typ u (¢imz se z neutronu stane
proton), pfi tom je emitovana virtualni ¢astice W, ktera se nasledné rozpadne na elektron a antineutrino.
Kazdy takovyto diagram v kvantové teorii pole reprezentuje matematicky vyraz, z néhoz se da vycislit
prispévek prislusného procesu do celkové pravdépodobnosti premény.

Relativisticka
kvantova teorie

Schrédingerova rovnice pro castici
v potencidlu V je zaloZena na nerelati-
vistické relaci mezi energii a hybnosti
E= 2'?;] +V. To ma mj. za nasledek na-
ruseni vztahu pri¢innosti — vinova funk-
ce lokalizovana na pocatku v malé pro-
storové oblasti se bude v disledku relaci
neurcitosti ,rozplyvat” rychlosti, ktera
(pfi dostatecné ostré pocatecni lokali-
zaci) mUze presahnout rychlost svétla C.
Snahy o zavedeni relativistické analogie
Schrodingerovy rovnice vsak narazily na
dva problémy: (a) pfi feseni této rovnice
je nutné vzit v tvahu i zaporné hodno-
ty energie, vyplyvajici z relativistického
vztahu E2=(mc2)’+(pc)’, a (b) ne
vzdy je mozné najit kladné definova-
nou hustotu pravdépodobnosti P pro
vyskyt ¢astice v prostoru. Ukazalo se, ze
konzistentni feseni téchto problém? je
mozné azvramci kvantové teorie pole,
kterd je zastresujici teorii souc¢asného
pohledu na mikrosvét. Zatimco pfimym
disledkem problému (a) je existence
anticastic, ndbojové sdruzenych part-
nerd obycejnych castic (napf. antic¢astici
elektronu je kladné nabity pozitron),
problém (b) souvisi s nemoznosti trvale
fixovat pocet ¢astic v daném systému
(je-li energie dostatecnd, mohou vzni-
kat nové castice, pfipadné mize docha-
zet k vzajemnym preménam rdznych
typl castic). Kvantova teorie pole proto
pracuje s komplikovanym stavovym
prostorem, ktery obsahuje stavy se vse-
mi moznymi pocty raznych typl ¢astic
(stav s nulovym poctem castic predsta-
vuje vakuum). Tento prostor nema spo-
cetnou soustavu bazovych vektord —
odpovida popisu kontinua, systému se
,Spojité nekonecnym” poctem stupnt
volnosti. Relativisticka kvantova teorie
tak sjednocuje dvé zakladni entity kla-
sické fyziky — ¢astice a pole.
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