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Petr Škoda
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Vedoućı bakalářské práce: Doc. RNDr. Pavel Cejnar, Dr.
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2.1 Kvantové bity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
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Kĺıčová slova: kvantový algoritmus, Shor, QCL

Title: Quantum Algorithms
Author: Petr Škoda
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1 Úvod

Teorie kvantové mechaniky vznikla na počátku 20. stolet́ı, aby popsala jevy
jako kvantováńı energíı emitovaných foton̊u či stabilńı dráhy elektron̊u kolem
atomových jader, které klasická fyzika vysvětlit nedovedla. Během 20. stolet́ı
se pak rozvinula v jednu z nejd̊uležitěǰśıch současných teoríı. Kvantová teorie
ovšem vyniká nad ostatńı teorie svoj́ı neintuitivnost́ı a mnoho známých fyzik̊u se
snažilo prokázat jej́ı neúplnost. Přesto všechny dosavadńı experimenty potvrzuj́ı
d̊usledky kvantové mechaniky.

Jedńım z mnoha obor̊u kvantové mechaniky je kvantové poč́ıtáńı, které se
zaměřuje na využit́ı kvantových systémů k výpočtu algoritmických úloh. Jedńım
z model̊u pro kvantové poč́ıtáńı jsou kvantové obvody. Kvantový obvod se skládá
z kvantových bit̊u (q-bit̊u), které jsou analogíı klasických bit̊u, a kvantových
hradel, pomoćı nichž prob́ıhá kvantový výpočet. Důležitým prvkem výpočtu v
kvantovém systému je měřeńı, pomoćı kterého čteme hodnoty q-bit̊u.

Hlavńı myšlenkou kvantového poč́ıtáńı je paralelizace výpočtu. Zat́ımco kla-
sický poč́ıtač je vždy v jednom konkrétńım stavu daném hodnotami jeho bit̊u,
kvantový poč́ıtač může být v libovolné superpozici možných stav̊u. Výpočet tedy
může prob́ıhat pro v́ıce (až 2n, kde n je počet q-bit̊u) hodnot najednou. Potud
to vypadá jednoduše, problém ovšem nastává, jak tyto výsledky źıskat. Měřeńım
stavu poč́ıtače źıskáme pouze jednu náhodnou hodnotu. Známé kvantové algo-
ritmy, které jsou rychleǰśı než analogické klasické, pracuj́ı zcela jiným zp̊usobem
a využ́ıvaj́ı právě vlastnost́ı kvantového systému.

Práce je rozdělena do čtyř na sebe navazuj́ıćıch část́ı. V části 2 jsou popsány
základńı kvantová hradla a vysvětleny principy kvantového poč́ıtáńı. Důležitým
prvkem kvantových algoritmu je diskrétńı Fourierova transformace, která je po-
psána v části 3. V části 4 se zaměř́ım na Shor̊uv algoritmus. Posledńı část 5 je
věnována implementaci Shorova algoritmu v jazyce Quantum Computer Langu-
age.

2 Elementy kvantového poč́ıtáńı

V této sekci zavedu základńı prostředky kvantového poč́ıtáńı, konkrétně kvantové
bity a kvantová hradla. Předpokládám základańı znalosti kvantových systémů
např́ıklad z Formánka [1]. Předkládané informace o kvantovém poč́ıtáńı a kvan-
tových algoritmech jsem čerpal z knihy Nielsena a Chuanga [2].

Od kvantového bitu očekáváme, že v analogii s klasickým bitem bude nabývat
dvou hodnot 0 a 1. Zat́ımco klasický bit je vždy pravě v jednom z těchto možných
stav̊u, kvantový bit může být

”
v obou zároveň“.
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2.1 Kvantové bity

Kvantový bit Q, neboli q-bit , je takový kvantově mechanický systém, který lze
plně popsat jako superpozici dvou ortonormálńıch bázových vektor̊u, které označ́ı-
me |0〉 a |1〉. Stavový prostor je Hilbert̊uv prostor Q = C

2 s baźı B = {|0〉, |1〉},
které ř́ıkáme výpočetńı báze.

Q-Bit se může během výpočtu nacházet v libovolném stavu |ψ〉, který můžeme
vyjádřit jako lineárńı kombinaci bázových vektor̊u

|ψ〉 = α|0〉 + β|1〉 . (1)

Při měřeńı q-bitu hodnoty |α|2 a |β|2 určuj́ı pravděpodobnost nalezeńı q-bitu
ve stavu |0〉, resp. |1〉. Proto požadujeme, aby platila normovaćı podmı́nka

|α|2 + |β|2 = 1 . (2)

V reálném světě je mnoho kvantově mechanických systémů, které se chovaj́ı
jako kvantové bity. Polarizace fotonu, spin elektronu či dvouhladinový atom jsou
běžné př́ıklady.

Skupině n q-bit̊u ř́ıkáme registr R o velikosti n. Je to kvantově-mechanickým
systém popsatelný Hilbertovým prostorem R = C

2n

dimenze 2n. Jako přirozenou
výpočetńı bázi voĺıme vektory z B1×B2×· · ·×Bn, kde Bi je báze i-tého q-bitu, a
znač́ıme je |k1, . . . , kn〉 = |k1〉|k2〉 · · · |kn〉, kde |ki〉 je bázový vektor i-tého q-bitu.
Pokud posloupnost bit̊u k1, . . . , kn chápu jako binárńı zápis č́ısla k =

∑n
i=1 ki2

i−1,
můžeme psát |k1, . . . , kn〉 ≡ |k〉. Bázových vektor̊u je celkem N ≡ 2n a obecný
stav |ψ〉 systému lze zapsat jako jejich superpozici

|ψ〉 =
N−1∑

k=0

ψk|k〉 . (3)

Uvědomte si, že pokud bychom chtěli tento stav uložit v poč́ıtači potřebovali
bychom uložit přibližně N ≡ 2n komplexńıch č́ısel s dostatečnou přesnost́ı. V
kvantovém poč́ıtači nám na to stač́ı n q-bit̊u.

Registry nemaj́ı v př́ırodě přirozenou reprezentaci. Důvodem je u velkých
kvantových systémů velmi rychlá dekoherence, tedy interakce systému s prostře-
d́ım nebo mezi částmi systému, při které systém přecháźı z čistého stavu do
smı́̌seného stavu, tedy do statistické směsi čistých stav̊u. S t́ımto problémem se
zat́ım potýkaj́ı všechny pokusy o výrobu kvantového poč́ıtače.

2.2 Kvantová hradla

Primitivńı operace nad q-bity prováděj́ı kvantová hradla. Kvantové hradlo je re-
prezentováno unitárńım operátorem U , který změńı kvantový stav |ψ〉 na stav
U |ψ〉. Připomeňme, že unitárńı operátor se dá chápat jako rotace vektor̊u v
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Hilbertově prostoru, protože se při aplikaci operátoru neměńı velikost ani úhel
(resp. skalárńı součin) sv́ıraný zobrazenými vektory. Kvantový výpočet je pak
složen z posloupnosti kvantových hradel, kterou můžeme reprezentovat jedinným
operátorem U = UnUn−1 . . . U2U1, kde Ui jsou operátory př́ıslušné jednotlivým
hradl̊um. Nejprve si všimněme d̊uležitého rozd́ılu mezi kvantovým a klasickým
výpočtem: Protože operátory jsou unitárńı, každý výpočet na kvantovém stroji
je z definice reversibilńı. Nevratnost vnese do výpočtu až měřeńı hodnot q-bit̊u.

Ukázalo se, že většina jednoduchých hradel lze implementovat v reálných
kvantově mechanických systémech. Několik základńıch hradel si nyńı poṕı̌seme.
Libovolný stav registru lze ve výpočetńı bázi vyjádřit jako vektor z Hilbertova pro-
storu C

2n

. Mějme obecný stav |ψ〉 daný superpozićı (3), pak př́ıslušný vektor ψ má
složky ψi. Hradla pak budeme reprezentovat unitárńımi maticemi 2n × 2n z pro-
storu C

2n·2n

, kde n je počet q-bit̊u, na kterých hradlo pracuje. Aplikace hradla na
stav systému je nyńı ekvivalentńı násobeńı vektoru stavu matićı př́ıslušné hradlu:
U |ψ〉 → Uψ.

Pod́ıvejme se na základńı jednobitová hradla, kterými jsou Pauliho matice:

X ≡
[

0 1
1 0

]
; Y ≡

[
0 −i
i 0

]
; Z ≡

[
1 0
0 −1

]
. (4)

Hradlo X je známěǰśı jako operátor bitové negace not, který stav |0〉 převede na
stav |1〉 a naopak.

Následuj́ıćı tři hradla hraj́ı velkou roli při skládáńı složitěǰśıch hradel.

H ≡ 1√
2

[
1 1
1 −1

]
; S ≡

[
1 0
0 i

]
; T ≡

[
1 0
0 exp(iπ/4)

]
. (5)

Hadamardovo hradlo H se použ́ıvá např́ıklad při př́ıpravě stavu tvořeného super-

pozićı všech stav̊u. Vezměme q-bit ve stavu |0〉 =

(
1
0

)
. Po aplikaci Hadamardova

hradla dostaneme stav

H

(
1
0

)
=

1√
2

(
1
1

)
=

|0〉 + |1〉√
2

.

Pokud máme n-bitový registr v základńım stavu |0〉 ≡ |0 . . . 0〉, pak aplikaćı
Hadamardova hradla na všechny jeho bity dostaneme stav

1

2N/2

N−1∑

k=0

|k〉 , (6)

což je superpozice všech možných stav̊u registru, kde každý stav má stejnou
pravděpodobnost.

Fázové hradlo S a π/8 hradlo T se použ́ıvaj́ı např́ıklad při konstrukci obvodu
pro diskrétńı Fourierovu transformaci.
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Obrázek 1: Obvod s jedńım bitem, na který je aplikováno Hadamardovo hradlo.

Obrázek 2: Obvod s cnot hradlem. Černá tečka znač́ı kontrolńı bit, b́ılá tečka
negovaný bit.

Je zřejmé, že pouze s jednobitovými hradly př́ılǐs zaj́ımavých operátor̊u ne-
zkonstruujeme, potřebujeme k tomu i hradla dvoubitová. Základńım prvkem kla-
sického výpočtu je větveńı výpočtu pomoćı běžné konstrukce if...then...else.
K sestrojeńı analogického podmı́něného výpočtu v kvantovém obvodu se použ́ıvá
hradlo controlled-not (cnot). Je to dvoubitové hradlo, které provede negaci
druhého bitu, pouze pokud je prvńı bit ve stavu |1〉. cnot lze ve výpočetńı bázi
popsat matićı

CN =




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0


 . (7)

Pomoćı něho lze vytvořit z libovolné unitárńı operace U operaci controlled-U ,
která se provede pouze v př́ıpadě, že je nastaven kontrolńı bit.

Nyńı vyvstává otázka: Kolik druh̊u hradel potřebujeme, abychom z nich do-
kázali složit libovolný unitárńı operátor? Odpověd’ neńı v̊ubec lehká, Chuang
a Nielsen [2] ukazuj́ı, že libovolný unitárńı operátor lze složit z jednobitových
hradel a cnot hradel. Pokud bychom ovšem chtěli naj́ıt pouze konečnou množinu
hradel, nelze již všechny unitárńı operátory složit přesně, protože jich je nekoneč-
ně mnoho. Proto se přistupuje k aproximaci operátor̊u, kterou se zabývá celá
teorie kvantových samoopravných kód̊u.

Kvantová hradla sestavujeme do kvantových obvod̊u. Jako u klasických ob-
vod̊u jsou jednotlivé bity vedeny po

”
drátech“ zleva do hradla a zprava vede

výstup operace. Pro obvod s jedńım q-bitem a jedńım jednobitovým Hadamar-
dovým hradlem vypadá obvod jako na obrázku 1. Protože hradla pouze měńı
stav q-bit̊u, nad kterými pracuj́ı, počet vstup̊u a výstup̊u je vždy stejný. Pro
controlled-not hradlo v obvodu máme speciálńı značeńı znázorněné na obrázku 2.
Černou tečkou znač́ıme kontrolńı bit, b́ılou tečkou negovaný bit. Podobným zp̊u-
sobem znač́ıme controlled-U operaci (viz. obrázek 3). Svazkem čar znač́ıme, že
hradlo U může pracovat na v́ıce bitech.

Prohozeńı stav̊u dvou q-bit̊u lze provést pomoćı jednoduchého obvodu swap,
který použijeme při konstrukci obvodu pro kvantovou Fourierovu transformaci.
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Obrázek 3: Obvod s obecným controlled-U hradlem. Skupina čar znač́ı, že hradlo
U může pracovat na v́ıce q-bitech.

Obrázek 4: Obvod swap, který prohazuje kvantové stavy dvou bit̊u.

Obvod se skladá ze tř́ı hradel cnot zapojených podle obrázku 4.

2.3 Asymptotická složitost

Na závěr sekce se ještě pod́ıváme na měřeńı efektivity algoritmů. Na klasických
poč́ıtač́ıch se zábýváme časovou složitost́ı algoritmů, což je funkce T (n) nabývaj́ıćı
pro každou velikost vstupu n největš́ı počet elementárńıch krok̊u algoritmu, které
provede nad nějakým vstupem o velikosti n. Protože je ale funkce T (n) často
složitá a nás zaj́ımá hlavně jej́ı základńı chováńı, zavad́ı se asymptotická složitost.

Ř́ıkáme, že T (n) je asymptoticky menš́ı nebo rovno f(n) a ṕı̌seme T (n) =
O(f(n)), pokud existuj́ı pevné kladné konstanty c a n0, že pro každé n větš́ı než
n0 je T (n) < c · f(n). Znamená to, že funkce T (n) roste do nekonečna pomaleji
nebo stejně rychle jako f(n).

Ř́ıkáme, že T (n) je asympoticky rovné f(n) (T (n) se chová řádově jako f(n)) a
ṕı̌seme T (n) = Θ(f(n)), pokud existuj́ı dvě kladné konstanty c1, c2, že pro n > n0

plat́ı c1f(n) < T (n) < c2f(n). Jinými slovy funkce T (n) roste do nekonečna stejně
rychle jako f(n).

Na kvantových poč́ıtač́ıch bude elementárńım krokem algoritmu jedno ele-
mentárńı hradlo, a proto nás bude zaj́ımat, kolik elementárńıch hradel obsahuj́ı
obvody, které budujeme. Podobně jako u klasických algoritmů nás bude počet
hradel zaj́ımat jen asymptoticky.

3 Kvantová Fourierova transformace

Diskrétńı Fourierova transformace má vysoké uplatněńı v matematice i v praxi,
proto by zrychleńı výpočtu transformace mělo velký př́ınos samo o sobě. Kvantová
Fourierova transformace je základem pro několik algoritmů, mezi nimiž je i Shor̊uv
algoritmus.
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H R2 R3 Rn−1 Rn

H R2 Rn−1

H R2

H

|j1〉

|j2〉

|j3〉

|jn−1〉

|jn〉

|0〉 + e2πi0.j1...jn |1〉

|0〉 + e2πi0.j2...jn |1〉

|0〉 + e2πi0.j3...jn |1〉

|0〉 + e2πi0.jn−1jn |1〉

|0〉 + e2πi0.jn |1〉

Obrázek 5: Obvod pro kvantovou Fourierovu transformaci.

Diskrétńı Fourierova transformace je zobrazeńı, které komplexńımu vektoru se
složkami x0, . . . , xN−1, kde N je pevná velikost vektoru, přǐrad́ı vektor o složkách
y0, . . . , yN−1, kde hodnoty yk jsou dány následovně:

yk ≡ 1√
N

N−1∑

j=0

xje
2πijk/N (8)

Kvantová Fourierova transformace je stejná transformace, která je provedena
nad vektorem reprezentuj́ıćım stav systému. Transformace obecného stavu je
následuj́ıćı:

N−1∑

j=0

xj|j〉 −→
N−1∑

k=0

yk|k〉 (9)

kde koeficienty yk jsou výsledkem diskrétńı Fourierovy transformace na koefici-
entech xj.

Nyńı jsme popsali kvantovou Fourierovu transformaci jako výsledek trans-
formace obecného stavu. Aby měla transformace fyzikálńı smysl, muśıme ovšem
ukázat, že tato transformace je unitárńı operátor. Unitarita vyplyne z konstrukce
obvodu pro výpočet transformace, ale dá se ukázat i př́ımo.

Pro konstrukci obvodu transformace se pod́ıváme, jak p̊usob́ı na bázový stav
|j〉. Dı́ky principu superpozice se pak obecný stav transformuje na součet trans-
formovaných bázových stav̊u.

|j〉 −→ 1√
N

N−1∑

k=0

e2πijk/N |k〉 (10)

Rovnici si ještě trochu uprav́ıme. K tomu bude užitečné pracovat se stavem |j〉
v jeho binárńı podobě |j1, . . . , jn〉 ≡ |j1〉|j2〉 · · · |jn〉. Podobně zavedeme značeńı
0.jljl+1 . . . jm jako zápis binárńıho zlomku jl/2 + jl+1/4 + · · · + jm/2

m−l+1.

|j〉 −→ 1

2n/2

2n−1∑

k=0

e2πijk/2n|k〉 (11)
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=
1

2n/2

1∑

k1=0

· · ·
1∑

kn=0

e2πij(
Pn

l=1
kl2

−l)|k1, . . . , kn〉

=
1

2n/2

1∑

k1=0

· · ·
1∑

kn=0

n⊗

l=1

e2πijkl2
−l |kl〉

=
1

2n/2

n⊗

l=1

[
1∑

kl=0

e2πijkl2
−l|kl〉

]

=
1

2n/2

n⊗

l=1

[
|0〉 + e2πij2−l |1〉

]

=
1

2n/2

(
|0〉 + e2πi(0.jn)|1〉

) (
|0〉 + e2πi(0.jn−1jn)|1〉

)
· · ·

· · ·
(
|0〉 + e2πi(0.j1j2...jn)|1〉

)

Nyńı už vytvoř́ıme obvod pro kvantovou Fourierovu transformaci př́ımočaře. Bu-
deme k tomu potřebovat hradla Rk

Rk =

[
1 0
0 e2πi/2k

]
(12)

Všimněte si, že R1 a R2 jsou ve skutečnosti dř́ıve popsaná hradla S a T . Hlavńı
část obvodu pro kvantovou Fourierovu transformaci je znázorněna na schématu 5.
Popǐsme, co dělá tento obvod pro vstup |j1, . . . , jn〉. Aplikaćı Hadamardova hradla
na prvńı bit dostaneme stav

1

21/2

(
|0〉 + e2πi(0.j1)|1〉

)
|j2, . . . , jn〉,

protože e2πi(0.j1) je rovno −1, pokud j1 = 1 a +1, pokud j1 = 0. Po provedeńı
controlled-R2 hradla, dostaneme stav

1

21/2

(
|0〉 + e2πi(0.j1j2)|1〉

)
|j2, . . . , jn〉

a po provedeńı controlled-R3 až controlled-Rn hradel dokonč́ıme generovańı stavu
prvńıho bitu ve stavu

1

21/2

(
|0〉 + e2πi(0.j1j2···jn)|1〉

)
|j2, . . . , jn〉 .

Podobným zp̊usobem źıskáme výsledný stav na druhém bitu

1

22/2

(
|0〉 + e2πi(0.j1···jn)|1〉

) (
|0〉 + e2πi(0.j2···jn)|1〉

)
|j3, . . . , jn〉 .

Na konci obvodu jsme źıskali stav

1

2n/2

(
|0〉 + e2πi(0.j1···jn)|1〉

) (
|0〉 + e2πi(0.j2···jn)|1〉

)
· · ·
(
|0〉 + e2πi(0.jn)|1〉

)
, (13)
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který se lǐśı od vzorce (11) v pořad́ı stav̊u na jednotlivých bitech. Prohozeńı stav̊u
dvou kvantových bit̊u provedeme pomoćı jednoduchého swap obvodu z předchoźı
sekce. Stač́ı nám tedy n/2 prohozeńı, abychom źıskali stav v žádaném tvaru (11).

Všimněte si, že všechna použitá hradla jsou unitárńı, a proto je i kvantová
Fourierova transformace unitárńı. Pod́ıvejme se kolik hradel tento obvod použ́ıvá.
Na prvńım bit je aplikováno Hadamardovo hradlo a n − 1 Ri hradel, na druhý
bit o jedno hradlo méně, až na n-tý bit pouze jedno hradlo. Hlavńı část obvodu
použ́ıvá n+ (n− 1) + · · ·+ 1 = n(n+ 1)/2 hradel. Operaćı swap je nejvýše n/2 a
každá lze reprezentovat pomoćı tř́ı controlled-not hradel. Celkový počet hradel
je tedy Θ(n2).

Abychom dokázali zhodnotit rychlost kvantové Fourierovy transformace, srov-
nejme ji s klasickým poč́ıtačem. Nejrychleǰśı algoritmy jako je rychlá Fourierova
transformace, která běž́ı v čase Θ(n2n), jsou exponenciálně pomaleǰśı. Můžeme
tedy použ́ıt kvantovou Fourierovu transformaci k poč́ıtáńı diskrétńı Fourierovy
transformace v praktických aplikaćıch jako je komprese dat nebo zpracováńı ob-
razu? Odpověd’ je bohužel záporná. Neznáme totiž žádný zp̊usob, jak změřit
amplitudy transformovaného stavu, dokonce ani nedokážeme efektivně připravit
konkrétńı vstupńı stav. Přesto je na kvantové Fourierově transformaci postavena
celá skupina algoritmů.

4 Shor̊uv algoritmus

Kvantový algoritmus na faktorizaci č́ısel publikoval Peter Shor [3] ve svém článku
z roku 1994, který poté vyšel znovu v roce 1997 v SIAMu. Než se dostaneme k
Shorově algoritmu, budeme muset proj́ıt ještě dlouhou cestu. Nejprve si ukážeme
obvod na zjǐstěńı vlastńıch č́ısel libovolného unitárńıho operátoru (phase esti-
mation). Ten pak využijeme k vytvořeńı obvodu pro výpočet řádu grupy (order-
finding problem). Ukážeme, že faktorizace se dá převést na problém nalezeńı
řádu konkrétńı multiplikativńı grupy a tento řád najdeme jako fázi speciálńıho
operátoru. T́ım dostaneme známý Shor̊uv algoritmus.

Pro vlastńı č́ıslo λ unitárńıho operátoru U plat́ı |λ| = 1, což odvod́ıme pro
vlastńı vektor x operátoru U př́ıslušný vlastńımu č́ıslu λ. Použijeme k tomu de-
finici unitárńıho operátoru UU∗ = Id.

Ux = λx

x∗U∗ = λ̄x∗

x∗U∗Ux = |λ|2x∗x
x∗x = |λ|2x∗x
|λ|2 = 1

|λ| = 1
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Lze ukázat, že unitárńı operace zachovává velikost vektoru, můžeme se na ni
d́ıvat jako na otočeńı kolem počátku.

4.1 Určeńı fáze

Jak jsme právě ukázali, vlastńı č́ıslo λ unitárńıho operátoru je komplexńı č́ıslo
o velikosti 1, a proto ho můžeme zapsat ve tvaru λ = e2πiϕ. Naš́ım ćılem bude
zjistit hodnotu fáze ϕ. K tomu vytvoř́ıme obvod se dvěmi registry. Počet q-bit̊u
prvńıho ćılového registru označ́ıme t a záviśı na přesnosti s jakou chceme fázi ϕ
změřit. Druhý operátorový registr má stejný počet q-bit̊u jako unitárńı operátor
U , jehož fázi měř́ıme. Prvńı část obvodu je znázorněna na obrázku 6. Operátorový
registr je na začátku ve stavu |u〉, kde |u〉 je vlastńı vektor operátoru U př́ıslušný
vlastńımu č́ıslu λ. Ćılový registr je na začátku ve stavu |0〉, ale v prvńım kroku ho
připrav́ıme do superpozice všech stav̊u pomoćı Hadamardových hradel. K zápisu
použijeme tvar součinu jako v sekci 3.

1

2t/2

(
2t−1∑

k=0

|k〉
)
|u〉

=
1

2t/2
(|0〉 + |1〉) (|0〉 + |1〉) · · · (|0〉 + |1〉) |u〉 (14)

Poté provedeme controlled-U2i

operace pro i = 0, . . . , t−1, kde kontrolovaćı q-bit
je (i+1)-ńı nejvyšš́ı q-bit v druhém registru. Po prvńım kroku (i = 0) bude |0〉+
e2πiϕ|1〉 stav nejvyšš́ıho q-bitu ćılového registru. V i-tém kroku nastav́ıme stav
(i+ 1)-ńıho nejvyšš́ıho q-bitu ćılového registru na |0〉 + e2i+1πiϕ|1〉. Po provedeńı
všech kontrolovaných operaćı máme systém ve stavu

1

2t/2

(
|0〉 + e2πi2t−1ϕ|1〉

)(
|0〉 + e2πi2t−2ϕ|1〉

)
· · ·
(
|0〉 + e2πi20ϕ|1〉

)
|u〉

=
1

2t/2

2n−1∑

k=0

e2πiϕk|k〉 . (15)

Na výsledný stav ćılového registru provedeme zpětnou Fourierovu transformaci.
Aproximaci hledané fáze ϕ źıskáme jako výsledek měřeńı ćılového registru.

Pro lepš́ı představu o fungováńı obvodu předpokládejme, že fáze ϕ lze zapsat
jako binárńı desetinné č́ıslo o t cifrách. Použijeme stejný zápis jako v sekci 3,
ϕ = 0.ϕ1ϕ2 . . . ϕt. Po provedeńı všech kontrolovaných operaćı máme systém ve
stavu

1

2t/2

(
|0〉 + e2πi(0.ϕt)|1〉

) (
|0〉 + e2πi(0.ϕt−1ϕt)|1〉

)
· · ·
(
|0〉 + e2πi(0.ϕ1...ϕt)|1〉

)
|u〉 . (16)

Tento stav jsem již viděli v (11). Je to stav kvantové Fourierovy transformace
vektoru o složkách ϕi. Provedeme inverzńı kvantovou Fourierovu transformaci na

17



U2
0

U2
1

U2
t

H

H

H

|u〉

|0〉

|0〉

|0〉

|u〉

|0〉 + e2πi0.ϕ1...ϕn |1〉

|0〉 + e2πi0.ϕ2...ϕn |1〉

|0〉 + e2πi0.ϕn |1〉

Obrázek 6: Prvńı část obvodu pro určeńı fáze vlastńıho č́ısla unitárńıho operátoru.

ćılový registr a dostaneme stav |ϕ〉|u〉. Výsledkem měřeńı operátorového registru
je požadovaná fáze ϕ přesně.

Pokud má ϕ méně než t desetinných cifer, dokážeme změřit ϕ přesně. V
obecném př́ıpadě se ale muśıme spokojit s t́ım, že s velkou pravděpodobnost́ı
se změřený odhad ϕ̃ nebude od skutečné fáze př́ılǐs lǐsit. V knize Nielsena a
Chuanga [2] je dokázán následuj́ıćı odhad. K tomu, abychom změřili přesně ϕ na
n bit̊u s pravděpodobnost́ı alespoň 1 − ε, stač́ı zvolit velikost ćılového registru

t = n+

⌈
log

(
2 +

1

2ε

)⌉
. (17)

Zat́ım jsme předpokládali, že známe vlastńı vektor operátoru U a hlavně že
dokážeme druhý registr do vlastńıho stavu |u〉 připravit. My ovšem můžeme
tento předpoklad obej́ıt t́ım, že druhý registr připrav́ıme do nějakého obecného
stavu |ψ〉 =

∑
u cu|u〉. Pak, po provedeńı algoritmu Určeńı fáze, dostaneme stav∑

cu|ϕ̃u〉|u〉. S pravděpodobnost́ı |cu|2 tedy dostaneme vlastńı č́ıslo př́ıslušné
vlastńımu vektoru |u〉.

4.2 Hledáńı řádu

Nyńı si ukážeme si ukážeme, jak využ́ıt algoritmu Určeńı fáze k vyřešeńı problému
Hledáńı řádu, který je zcela odlǐsný. Mějme dvě přirozená nesoudělná č́ısla x a
N , 1 < x < N . Pak řád x modulo N je nejmenš́ı přirozené č́ıslo r takové, že plat́ı
kongruentńı rovnice xr ≡ 1 (mod N), kde (mod N) znamená, že výpočet prob́ıhá
nad tělesem Zn. Problém Hledáńı řádu požaduje pro dané x a N nalézt řád x
modulo N .

Řád x modulo N nalezneme trikem. Najdeme speciálńı unitárńı operátor U ,
z jehož vlastńıho č́ısla již tento řád spoč́ıtáme. Operátor U pracuje na bázových
stavech podle formule

U |y〉 → |xy (mod N)〉 (18)
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Vlastńımi stavy U jsou

|us〉 ≡ 1√
r

r−1∑

k=0

exp

(−2πisk

r

)
|xk (mod N)〉 (19)

pro 0 ≤ s ≤ r − 1, jak ukazuje následuj́ıćı rovnice

U |us〉 ≡ 1√
r

r−1∑

k=0

exp

(−2πisk

r

)
|xk+1 (mod N)〉

≡ exp

(−2πis

r

)
|us〉 (20)

Vlastńımi č́ısly U jsou č́ısla exp(2πis/r). Použijeme algoritmus Určeńı fáze na
operátor U jehož výsledkem bude pro vlastńı stav |us〉 fáze s/r, ze které se nám
již r podař́ı źıskat, jak ukážeme později.

Vyvstávaj́ı dva základńı problémy. Prvńım problémem je, jak zkonstuovat
př́ıslušný unitárńı operátor U a jeho mocniny. Tento problém se řeš́ı pomoćı
modulárńıho mocněńı, které je stručně popsáno v sekci Implementace. Druhým
problémem je, jak vytvořit vlastńı stav |us〉 operátoru U . To se zat́ım efektivně
neumı́, ale problém lze obej́ıt jednoduchým trikem, když si všimneme, že plat́ı

1√
r

r−1∑

s=0

|us〉 = |1〉. (21)

Takto můžeme připravit druhý registr do stavu |1〉 mı́sto do vlastńıho stavu
operátoru U . Po provedeńı obvodu určeńı fáze dostaneme v prvńım registru su-
perpozici všech vlastńıch č́ısel, ze kterých měřeńım dostaneme jedno náhodné.

Pod́ıvejme se nyńı, jak z pod́ılu s/r źıskat řád r. Prvńı podmı́nkou je, aby
s bylo nesoudělné s r. Naštěst́ı tato podmı́nka je splněna s pravděpodobnost́ı
alespoň 1/(2 logN), viz. [2]. Opakováńım měřeńı 2 logN krát dostaneme s dobrou
pravděpodobnost́ı nesoudělný pod́ıl s/r. Lze použ́ıt i chytřeǰśıch metod z [2],
kterým stač́ı pouze konstantńı počet opakováńı měřeńı.

Jiným problémem je přesnost změřeńı s/r. Změřená fáze ve tvaru a/2t, kde
t je počet bit̊u prvńıho registru, se od zlomku s/r trochu lǐśı. Použijeme metodu
na zjǐstěńı nejbližš́ıho zlomku ve tvaru p/q k a/2t, kde q < N . Jmenovatel q pak
bude dobrým odhadem r, protože v́ıme, že řád r je menš́ı než N . Této metodě se
ř́ıká rozvoj do řetězového zlomku (the continued fraction expansion). Pod́ıl a/2t

převedeme do tvaru řetězového zlomku

[a0, . . . , aM ] = a0 +
1

a1 + 1
a2+ 1

...+ 1
aM

(22)

jednoduchým rekurzivńım algoritmem, který je popsán v sekci Implementace.
Všimněte si, že zápis do řetězového zlomku je jednoznačný a pro každé racionálńı
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č́ıslo konečný. Posloupnost [a0, . . . , ak] znač́ı př́ıslušný řetězový zlomek, u kterého
zapomeneme na koeficienty ak+1, . . . aM . Nyńı vezmeme největš́ı k takové, aby
zlomek s/r = [a0, . . . , ak] odpov́ıdaj́ıćı prvńım k člen̊u posloupnosti měl r < N .
Źıskaný řád r je nejlepš́ım odhadem řádu a výstupem algoritmu.

4.3 Faktorizace

Faktorizace je rozklad č́ısla na jeho prvočinitele. Problém je nalézt k danému
složenému č́ıslu N jednoho jeho dělitele. Dosud neńı znám žádný klasický algo-
ritmus, který by k tomu nepotřeboval řádově exponenciálńı počet krok̊u v počtu
bit̊u N . Toho se využ́ıvá v moderńı kryptografii a jsou na tom založeny některé
protokoly pro šifrováńı s veřejnými kĺıči (např. RSA).

Pokračujme dále v převáděńı jednoho problému na druhý. Nyńı si ukážeme,
jak převést faktorizaci na hledáńı řádu. Označme si N faktorizované č́ıslo. Pokud
bychom měli netriviálńı řešeńı rovnice x2 = 1 (mod N), x 6= ±1 (mod N), pak
už nalezneme dělitele N , protože

x2 − 1 = (x+ 1)(x− 1) = 0 (mod N), (23)

kde lze předpokládat, že 1 < x < N −1, a tedy alespoň jedno č́ıslo z x+1 a x−1
je netriviálńım dělitelem N .

Jak nalezneme takové x? Pro č́ıslo y < N nesoudělné s N z definice plat́ı
yr = 1 (mod N), kde r je řád y modulo N . Pokud je nav́ıc r sudé a yr/2 6=
±1 (mod N), pak x ≡ yr/2 (mod N) je námi hledané x. Č́ıslo y můžeme vybrat
náhodně. Dle [2] plat́ı, že pokud má č́ıslo alespoň dva r̊uzné prvoč́ıselné dělitele,
je pravděpodobnost P [r je sudé, yr/2 6= ±1 (mod N)] ≥ 3/4.

4.4 Algoritmus

Shor̊uv algoritmus se skládá z mnoha oddělených krok̊u, které je nutné spojit do
jednoho algoritmu. Pokuśım se nyńı celý algoritmus zkráceně zapsat:

Faktorizace:

• Vstup: celé složené č́ıslo N , N neńı mocnina prvoč́ısla

• Výstup: dělitel č́ısla N

• Algoritmus:

1. Náhodně vybereme č́ıslo 1 < x < N nesoudělné s N . Pokud by bylo x
soudělné s N , pak x je hledaný dělitel N a algoritmus ukonč́ıme.

2. Pro č́ıslo x vyvoř́ıme operátor U : |y〉 → |yx (mod N)〉 s vlastńımi č́ısly
e2πis/r, př́ıslušných vlastńım vektor̊um |us〉, s = 0, . . . , r−1. Použijeme
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obvod určeńı fáze operátoru U na superpozici vlastńıch vektor̊u |1〉 =∑r−1
s=0 |us〉. Dostaneme superpozici vlastńıch č́ısel, ze kterých měřeńım

vybereme náhodné z nich.

3. Z poměru s/r źıskáme odhad r̃ řádu r pomoćı převodu na řetězový
zlomek. Tento odhad r̃ je roven r, pokud s a r jsou nesoudělné a pokud
byl pod́ıl s/r změřen dostatečně přesně. V tom př́ıpadě plat́ı xer = 1.

4. Pokud je r sudé a plat́ı xr/2 6= ±1 (mod N), pak źıskáme dělitele N
jako jedno z č́ısel gcd(xr/2 + 1, N) a gcd(xr/2 − 1, N), kde gcd znač́ı
největš́ıho společného dělitele.

5 Implementace

Pro psańı a testováńı programů na kvantové poč́ıtače napsal Ömer [4] jako svoji
diplomovou práci programovaćı jazyk QCL pro kvantové poč́ıtače. Jazyk QCL
je podobný programovaćımu jazyku C, ale použ́ıvá pouze základńı konstrukce
jazyka a jednoduché datové typy. Nav́ıc definuje prostředky pro tvorbu obvod̊u na
kvantových poč́ıtač́ıch jako jsou kvantové registry, operátory a kvantové funkce.
K jazyku QCL je k dispozici i jeho interpretr, který simuluje kvantové výpočty
na klasickém poč́ıtači. Dokumentace jazyka a interpretr je veřejně ke stáhnut́ı na
internetové adrese http://tph.tuwien.ac.at/∼oemer/qcl.html.

V jazyku QCL jsem implementoval Shor̊uv algoritmus. Poṕı̌si některé d̊uležité
části programu, celý program je přiložen v dodatku.

5.1 Modulárńı umocňováńı

Jádrem algoritmu je určeńı fáze operátoru U : |y〉 → |xy (mod N)〉. Připomeňme
jak vypadá obvod pro určeńı fáze ze sekce 4.1. Po připraveńı ćılového registru
do superpozice všech stav̊u následuje blok controlled-U2i

hradel. Ovšem vytvořit
hradlo pro operátor U2i

je těžké, ale naštěst́ı to neńı potřeba. Řešeńı spoč́ıvá
v modulárńım umocňováńı, které vypadá následovně. Představme si, že ćılový
registr neńı v superpozici všech stav̊u, ale pouze v jednom konkrétńım stavu
|z〉. Z linearity plyne, že p̊usobeńı operátoru na superpozici stav̊u je stejné jako
kdybychom aplikovali operátor na jednotlivé stavy a vzali superpozici výsledku.
Provedeńım controlled-U2i

operaćı na stav |z〉 dostaneme

|z〉|y〉 → |z〉U zt2t−1 · · ·U z120 |y〉
= |z〉|xzt2t−1 × · · · × xz120

y (mod N)〉
= |z〉|xzy (mod N)〉. (24)

Proto se tomuto obvodu ř́ıká modulárńı umocňováńı. Budeme k němu potřebovat
postavit aritmetická hradla. Začneme sč́ıtáńım, které použijeme na násobeńı a
nakonec na umocňováńı. V dodatku jsou hradla popsána v jazyce QCL.
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V kvantovém poč́ıtáńı se často použ́ıvá chytrá myšlenka, které se ř́ıká vratné
poč́ıtáńı. Mějme čtyři kvantové registry x, y, z a w, jejich hodnoty budeme značit
(x, y, z, w). Chceme spoč́ıtat složitou funkci f(x), kde x je kvantový registr a
přitom použijeme registry y a z k pomocným výpočt̊um. Aby byl výpočet kvan-
tový unitárńı operátor, muśı být reversibilńı, nemůžeme tedy hodnotu registru
přepsat jinou hodnotou, protože by výpočet nebyl reversibilńı. Můžeme si ale
připravit pomocné registry y a z do stavu |0〉. Pak provedeńım výpočtu dosta-
neme

(x, 0, 0, w) → (x, g(x), f(x), w),

kde g(x) je výsledek nějakého pomocného výpočtu. Nyńı přijde hlavńı myšlenka:
Binárně přičteme vypočtenou hodnotu do registru w a poté provedeme inverzńı
výpočet, který po sobě uklid́ı použité registry.

(x, 0, 0, w) → (x, g(x), f(x), w ⊕ f(x)) → (x, 0, 0, w ⊕ f(x))

Často pak pomocné registry vynecháváme a ṕı̌seme pouze (x,w) → (x,w⊕f(x)).
Jako př́ıklad uvedeme převod kvantového mocněńı na kvantové násobeńı.

|xz (mod N)〉 =
(
xzt2t−1

(mod N)
)(

xzt−12t−2

(mod N)
)
· · ·
(
xz120

(mod N)
)

Je-li obvod ve stavu |z〉|y〉, pak kvantovým vynásobeńım druhého registru č́ısly
x2i−1

(mod N) za podmı́nky, že zi = 1, dává obvod pro kvantové modulárńı
mocněńı.

5.2 Rozvoj do řetězového zlomku

Pod́ıvejme se ještě na algoritmus pro rozvoj do řetězového zlomku, který se
využ́ıvá při odhadu jmenovatele zlomku. Připomeňme, že ćılem je naj́ıt pro zlo-
mek a/b a č́ıslo m nejbližš́ı zlomek p/q takový, že q ≤ m. Myšlenka algoritmu je
vytvářet postupně rozvoj a/b do řetězového zlomku a přitom poč́ıtat jmenovatele
řetězového zlomku. Jakmile překroč́ıme mez m vrát́ıme posledńıho jmenovatele
menš́ıho nebo rovného m.

Algoritmus bude pracovat po kroćıch. V k-tém kroku budeme mı́t zlomek
a/b rozvinutý na prvńıch k člen̊u řetězového zlomku. Označme xk a yk ještě
nerozvinutou část zlomku z rozvoje

[a0, . . . , ak](yk/xk) = a0 +
1

. . .+ 1
ak+

yk
xk

, (25)

pak ak+1 = ⌊xk/yk⌋, xk+1 = yk a yk+1 = xk (mod y)k. Necht’ se dá jmenovatel
zlomku [a0, . . . , ak](rk) zapsat ve tvaru pk · rk + qk. Pokud je rk ve tvaru rk =
1/(ak+1 + rk+1), pak se dá jmenovatel zlomku [a0, . . . , ak+1](rk+1) zapsat ve tvaru
qkak+1 + pk + qk · rk+1 a tedy qk+1 = qkak+1 + pk a pk+1 = qk. Nyńı algoritmus
formálně zaṕı̌seme.
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• Vstup:
Celá č́ısla a, b,m

• Inicializace:
x0 = a, y0 = b, p0 = 0, q0 = 1, i = 1

• Výstup:
Jmenovatel q nejbližš́ıho zlomku p/q ke zlomku a/b, kde q ≤ m

• Algoritmus:

1. pokud xi−1 mod yi−1 = 0 pak vrat’ qi−1

2. xi = yi−1

yi = xi−1 mod yi−1

3. pi = qi−1

qi = ⌊xi/yi⌋ · qi−1 + pi−1

4. pokud qi > m pak vrat’ qi−1

jinak i := i+ 1 a pokračuj od prvńıho bodu

Hodnota yi se v každém kroku zmenš́ı alespoň na polovinu, takže algorimtus běž́ı
v čase O(log b). Tento algoritmus je implementován ve funkci denominator.

6 Shrnut́ı

Práce se snaž́ı popsat aparát kvantového poč́ıtáńı, následně postavit Shor̊uv algo-
ritmus a vysvětlit jeho princip. V sekci 2 jsou zavedeny kvantové bity, z nich pak
sestaveny kvantové registry, představeny elementárńı hradla a ukázány základńı
obvody. Následuj́ıćı sekce 3 popisuje stavebńı prvek mnoha kvantových algoritmů,
kvantovou Fourierovu transformaci. Shor̊uv algoritmus je vybudován od základ̊u
v sekci 4. Nejprve je ukázán obvod na určeńı fáze, který se využije pro vytvořeńı
obvodu na výpočet řádu grupy. Konečně se ukáže, že faktorizace se dá převést na
nalezeńı řádu konkrétńı multiplikativńı grupy. T́ım je Shor̊uv algroritmus hotov
a v sekci 5 se zabývám otázkami jeho implementace v jazyce QCL.

Jako součást práce jsem implementoval Shor̊uv algoritmus v jazyce QCL. Pro-
gram je přiložen v dodatku A. V dodatku B pro ilustraci procháźım po kroćıch
výpočet Shorova algoritmu pro konkrétńı data a ukazuji některé výstupy pro-
gramu.
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Dodatek A

/∗ Implementation o f The Shor ’ s a lgor i thm in QCL ∗/

qufunct f l i p (qureg q )
{

int i ;
for i = 0 to #q/2 − 1 {

Swap(q [ i ] , q[#q−i −1 ] ) ;
}

}

/∗ d f t ∗/

operator d f t (qureg q )
{

const n = #q ;
int i ;
int j ;

for i = 1 to n {
H(q [ n−i ] ) ;
for j = i+1 to n {

V( pi /2ˆ( j−i ) , q [ n−i ] & q [ n−j ] ) ;
}

}
f l i p ( q ) ;

}

/∗ Functions ∗/

int vec to r e u c l i d e ( int a , int b)
{

int vec to r r [ 3 ] ;
int vec to r s [ 3 ] ;

i f b == 0 {
return vec to r ( a , 1 , 0 ) ;

} else {
r = eu c l i d e (b , a mod b ) ;
s [ 0 ] = r [ 0 ] ;
s [ 1 ] = r [ 2 ] ;
s [ 2 ] = r [ 1 ] − ( a/b)∗ r [ 2 ] ;
return s ;

}
}

int invmod ( int a , int n)
{

int vec to r r [ 3 ] ;
r = eu c l i d e (n , a ) ;
return ( r [ 2 ] + n) mod n ;

}
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int iexpn ( int a , int exp , int n)
{

int s = a ;
int r = 1 ;
int i = 0 ;
int e = 1 ;

while e <= exp {
i f b i t ( exp , i ) {

r = ( r ∗ s ) mod n ;
}

s = ( s ∗ s ) mod n ;
i = i + 1 ;
e = 2 ∗ e ;

}
return r ;

}

int i l o g ( int x )
{

int l g =0;
int i =1;

while i < x {
l g = l g + 1 ;
i = i ∗2 ;

}
return l g ;

}

/∗ Operators ∗/

cond qufunct f u l l a d db i t (boolean b , quconst q , qureg sum , qureg car ry )
{

i f b {
CNot( carry , sum ) ;
Not (sum ) ;

}

CNot( carry , sum & q ) ;
CNot(sum , q ) ;

}

cond qufunct ha l f addb i t (boolean b , quconst q , qureg sum)
{

i f b {
Not (sum ) ;

}

CNot(sum , q ) ;
}

cond qufunct sum( int b , quconst q , quvoid sum)
{

int i ;
for i = 0 to #q − 2 {

f u l l a d db i t ( b i t (b , i ) , q [ i ] , sum [ i ] , sum [ i +1 ] ) ;
}

ha l f addb i t ( b i t (b , #q−1) , q[#q−1] , sum[#q−1 ] ) ;
}
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cond qufunct l t ( int b , qureg q , quvoid f l a g , quvoid junk )
{

int i ;
Not ( f l a g ) ;
for i = 0 to #q−1 {

i f b i t (b , i ) {
Not (q [ i ] ) ;
CNot( junk [ i ] , f l a g ) ;
CNot( f l ag , q [ i ] & junk [ i ] ) ;

} else {
Not ( junk [ i ] ) ;
CNot( junk [ i ] , f l a g ) ;
CNot( f l ag , q [ i ] & junk [ i ] ) ;

}
}

}

cond qufunct summodn( int b , int n , quconst q , quvoid sum , quvoid f l a g )
{

qureg junk [#q ] ;
qureg qq = q ;
qureg f [ 1 ] ;

l t (n−b , qq , f , junk ) ;
CNot( f l ag , f ) ;
! l t (n−b , qq , f , junk ) ;

i f f l a g {
sum(2ˆ#q+b−n , q , sum ) ;

} else {
sum(b , q , sum ) ;

}

}

cond qufunct cswap (qureg a , qureg b)
{

int i ;
for i = 0 to #a−1 {

CNot( a [ i ] , b [ i ] ) ;
CNot(b [ i ] , a [ i ] ) ;
CNot( a [ i ] , b [ i ] ) ;

}
}

cond qufunct inplacesum ( int b , int n , qureg sum)
{

qureg junk [#sum ] ;
qureg f l a g [ 1 ] ;

summodn(b , n , sum , junk , f l a g ) ;
cswap (sum , junk ) ;
Not ( f l a g ) ;
! summodn(n−b , n , sum , junk , f l a g ) ;

}
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cond qufunct mul ( int b , int n , quconst q , qureg r )
{

int i ;

for i = 0 to #q−1 {
i f q [ i ] {

inplacesum (b∗2ˆ i mod n , n , r ) ;
}

}
}

cond qufunct ipmuln ( int b , int n , qureg q )
{

qureg junk [#q ] ;

i f gcd (b , n) > 1 {
e x i t ” ipmuln : b and n have to be r e l a t i v e l y prime” ;

}

mul (b , n , q , junk ) ;
cswap ( junk , q ) ;
! mul ( invmod (b , n ) , n , q , junk ) ;

}

/∗ expn : <q |<0 | −> <q |<bˆq mod n | ∗/
qufunct expn ( int b , int n , quconst q , quvoid r )
{

int i ;

Not ( r [ 0 ] ) ;
for i = 0 to #q−1 {

i f q [ i ] {
ipmuln ( iexpn (b , 2ˆ i , n ) , n , r ) ;

}
}

}

/∗ Computes order o f x modulo N ∗/
procedure order ( int x , int N, qureg t , qureg u)
{

int i ;

H( t ) ;
expn (x , N, t , u ) ;

! d f t ( t ) ;
}
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/∗ The continued f r a c t i o n expansion ∗/

int denominator ( int a , int b , int max)
{

int x=a ;
int y=b ;
int z ;
int q0=0;
int q1=0;
int q2=1;

{
q0 = q1 ;
q1 = q2 ;

z = x mod y ;
i f z == 0 { break ; }

x = y ;
y = z ;

q2 = (x/y )∗ q1 + q0 ;
} until q2 >= max ;

return q1 ;
}

/∗ computes the f a c t o r o f n ∗/
int g e t f a c t o r ( int m, int x , int n , int w)
{

int y ;
int d ;

d = denominator (m, 2ˆw, n ) ;

i f d mod 2 == 1 {
i f 2∗d < n {

print ”The denominator i s odd , mu l t ip ly ing by 2 . . . ” ;
d = 2∗d ;

} else {
print ”The denominator i s odd : ” , d ;
return 1 ;

}
}

print ”The denominator i s ” , d ;

i f iexpn (x , d , n) != 1 {
print ”The denominator i s n ’ t order o f ” , x ;
return 1 ;

}

y = iexpn (x , d/2 , n ) ;

i f y == 1 or y == n−1 {
print ”xˆ(d/2) i s +− 1” ;
return 1 ;

}

return max( gcd (y−1, n ) , gcd (y+1, n ) ) ;
}
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/∗ Shor ’ s Algorithm ∗/

procedure shor ( int n)
{

int w = i l o g (n ) ;
int x ;
int y ;
int m;
int f a c t o r ;
qureg t [ 2∗w ] ;
qureg u [w ] ;

print ” Factor ing number” , n ;
f a c t o r = 0 ;
{

reset ;

{
x = f l o o r ( random ( )∗ ( n−2))+2;

} until gcd (x , n) == 1 ;
print ”Random x i s ” , x ;

order (x , n , t , u ) ;
measure t , m;

i f m == 0 {
print ”Zero measured” ;

} else {
print ”Measured : ” , m;
f a c t o r = g e t f a c t o r (m, x , n , 2∗w) ;

}

} until f a c t o r > 1 ;

print ”Factor o f ” , n , ” i s ” , f a c t o r ;
}
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Dodatek B

Pr̊uběh Shorova algoritmu si ukážeme na př́ıkladu. Necht’ chceme naj́ıt dělitele
č́ısla N = 39. Jako náhodné č́ıslo pro hledáńı řádu modulo N zvoĺıme x = 20.
Na zapsáńı č́ısla N potřebujeme w = 6 bit̊u a z tohoto počtu odvod́ıme velikost
kvantových registr̊u. Jak jsme ukázali v sekci Implementace, hlavńı část algoritmu
je modulárńı umocňováńı, které vyžaduje dva registry. Operátorový registr o
velikosti w na vlastńı stavy operátoru U : |y〉 → |yx (mod N)〉, jejichž fáze
určujeme, a ćılový registr, který má tolik q-bit̊u, s jakou přesnot́ı chceme určit
fázi. Pro naši potřebu zvoĺıme velikost t = 8.

Začneme t́ım, že ćılový registr připrav́ıme do superpozice všech stav̊u a oper-
átorový registr do stavu |1〉, což je superpozice vlastńıch stav̊u U . Poté pro-
vedeme modulárńı mocněńı a zpětnou Fourierovu transformaci. Nyńı máme v
ćılovém registru požadovanou fázi, ve skutečnosti superpozici všech fáźı vlastńıch
č́ısel př́ıslušných vlastńım stav̊u U . Interpreter QCL nám umožňuje vynést do
grafy amplitudy pravděpodobnost́ı jednotlivých stav̊u, využijeme toho k zobra-
zeńı amplitud pravděpodobnost́ı stav̊u ćılového registr na obrázku 7. Amplitudy
pravděpodobnosti tvoř́ı ṕıky, které jsou zp̊usobeny t́ım, že řád x modulo N neděĺı
celkový počet stav̊u 2t. Č́ım jsou ṕıky širš́ı, t́ım je větš́ı šance, že nezměř́ıme řád
dostatečně přesně. Zvětšeńım ćılového registru můžeme zvětšit počet změřených
bit̊u řádu a t́ım zvětšit pravděpodobnost źıskáńı správného řádu, jak popisuje
rovnice (17).

Změř́ıme ćılový registr a necht’ dostaneme hodnotu m = 107, jej́ıž prav-
děpodobnost byla 5.7%. Rozvinut́ım do řetězového zlomku dostaneme, že zlomek
m/2t = 107/256 je nejbĺıže zlomku 5/12 a v tomto př́ıpadě opravdu dostáváme
řád r = 12. Protože je řád sudý a xr/2 = 25 6= ±1 (mod N), alespoň jedno z č́ısel
xr/2 + 1 a xr/2 − 1 má s N netriviálńıho společného dělitele. Největš́ı společný
dělitel č́ısel xr/2 + 1 a N je 13, což je hledaný dělitel.

Na závěr ještě ukážeme dva grafy amplitud pravděpodobnosti ćılového regis-
tru po provedeńı obvodu určeńı fáze. Na obrázku 8 má ćılový registr 12 q-bit̊u,
na obrázku 9 má pouze 5 q-bit̊u.
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t (8 qubits)

Obrázek 7: Amplitudy pravděpodobnosti ćılového registru po provedeńı obvodu
určeńı fáze pro N = 39, x = 20 a t = 8

32



t (12 qubits)

Obrázek 8: Amplitudy pravděpodobnosti ćılového registru po provedeńı obvodu
určeńı fáze pro N = 55, x = 51 a t = 12
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t (5 qubits)

Obrázek 9: Amplitudy pravděpodobnosti ćılového registru po provedeńı obvodu
určeńı fáze pro N = 26, x = 15 a t = 5

34


