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tyto koncepty aplikovdny na pripad systémii v klasické mechanice. V topo-
logii monodromie popisuje zpiisob jak se zméni jisté objekty pri priichodu
uzavienou smyckou. Jako specidlni pripad, p¥i aplikaci na klasickou mecha-
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1 Uvod

Pojem monodromie byl v klasické mechanice zaveden pred vice nez 20 lety,
kdy vznikly prvni vyznamné ¢ldnky na toto téma. Z dneSniho pohledu byla
znemoznujici globdlni zavedeni proménnych akce-uhly. Ukazuje se, Ze Castym
ditvodem je pfitomnost jistych singuldrnich trajektorii, které jsou spjaty s
néjakym nestabilnim bodem systému. V soucasné dobé existuje celd rada
¢lankd, které zkoumaji monodromii, ale i jeji praktické zobecnéni pro kla-
sické i kvantové systémy. Vétsina téchto ¢lankt je matematickd, cozZ je mozna
divod, pro¢ je monodromie stale v pozadi zdjmu fyzikalni vefejnosti. Na dru-
hou stranu bez odpovidajici abstraktni matematiky neni mozné popsat vétSinu
krasnych vlastnosti, které monodromie nabizi.

Pojem monodromie je Gzce svdzan s pojmem integrabilniho systému. To
je systém, ktery ma tolik nezavislych invariantti pohybu, kolik ma stupna vol-
nosti. Lze ukézat, Ze je to maximalni mozny pocet. Neni vSak pravda, jak
by se podle nazvu mohlo zdat, Ze jde o systémy, které lze analyticky vyfesit.
Pfi popisu monodromie se vyuzivad konceptu zaloZeného na invariantech po-
hybu, a proto byla dlouhou dobu monodromie zavedena pouze pro integrabilni
systémy. Neddvno se podafilo dokdzat, Ze i v systémech, které vzniknou ma-
lou pertubaci integrabilniho systému (vznikne obecné neintegrabilni systém),
se vlastnosti monodromie zachovéavaji z jeji integrabilni ¢4sti.

Struktura celé price je takova, Ze jsou nejprve vysvétleny nejzakladnéji
vlastnosti invarianti pohybu v Hamiltonové mechanice. Néasledné jsou tyto
vysledky vyuzity k zavedeni integrabilnich systémda, které svym zplisobem
vystihuji proménné akce-uhly. Déle je popsan abstrakni pojem monodromie a
nasledné studovan pro pripad klasické mechaniky.

Zavérem je tfeba zminit, Ze obrazky zde prezentované byly prevzaty z
¢lankt uvedenych v referencich a pfipadné byly dodatecné upraveny.



2 Invarianty pohybu

Pro tucely zavedeni pojmu integrability hamiltonovskych systému je velmi
dillezité porozumét zpiisobu prace s invarianty pohybu v klasické mecha-
nice. Invariantem pohybu rozumime fyzikalni veli¢inu, kterd je konstantni v
prubéhu vyvoje daného fyzikalniho systému. UZite¢nym nastrojem pro zkouman{
zachovévajicich se veli¢in jsou Poissonovy zdvorky. Jejich obrovsky vyznam
spoc¢iva v tom, Ze

e poskytuji spojeni mezi klasickou a kvantovou mechanikou,

e umoziuji hledat invarianty pohybu bez nutnosti znat feSeni Hamilto-
novych rovnic.

Pokud budeme uvazovat systém s n stupni volnosti, Ize tento systém po-
psat Hamiltonidnem

H(qmpzat) = H(q17QQ7 ceyqnyP1,P2, - - - 7pn7t)7

kde ¢; jsou zobecnéné souradnice polohy a p; jsou zobecnéné souradnice
hybnosti. Dynamika takového systému se pak fidi sadou Hamiltonovych rov-
nic

oH . oH

li = , Pi= — , te1l,...,n}. 2.1
! Ip; P dg; Ped n —

Poissonova zdvorka pro dvé funkce F'(q;,p;,t) a G(q;,pi,t), které jsou
definovany na fadzovém prostoru a zavisi také explicitné na Caste ¢, je dana

vztahem
"\ (OF 0G OF 0G
{F,G} = g <—— — ——) . 2.2)

j=1
Takto zavedena Poissonova zavorka ma fadu dilezitych vlastnosti, z nichz
nékteré jsou uvedeny v Dodateku A.

Pokud nds nyni bude zajimat zména funkce F' = F(q;(t),pi(t),t) podél
trajektorie spliiujici Hamiltonovy rovnice (2.1), pak pro ¢asovou derivaci F

plati

dF OF
=R H (2.3)

V pfipadé, ze se omezime pouze na takové zachovdvajici se fyzikalni
veli¢iny, které nezdvisi explicitné na Case, miZeme si je predstavit jako funkce
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fazového prostoru F(g;, p;). Protoze vSak dF'/dt = 0, dostdvame s vyuZitim
vztahu (2.3) dilezity dasledek

F je invariant pohybu

)

{F, H} = 0 pro vSechny body fazového prostoru.

Nyni aplikujeme piedchozi vysledek na energii, hybnost a moment hybnosti.

Energie:

Hybnost:

Moment hybnosti:

Z antisymetrie Poissonovy zdvorky mame {H, H} = 0. Neni vSak
obecné pravda, Ze energie je zachovavajici se veli¢ina (energie mize
explicitng€ zaviset na Case). Z (2.3) vSak plyne zajimavy vztah

dH  O0H

ot
Hamiltonian je tedy invariant pohybu pravé kdyZz nezavisi explicitné na
Case tj. 0H /0t = 0.
V pripadé, Zze Hamiltonidn nezavisi explicitné na nékteré zobecnéné

soufadnici gk, pak z Hamiltonovych ronic dostdvame

OH

{pk,H}:—a—qk—O

a tedy sdruzena hybnost p, je invariant pohybu. Soufadnice g, se
nazyva cyklickd.

Lze ukdazat, Ze v piipadé sfériky symetrickych potencialli jsou momenty
hybnosti zachovavajici se veliCiny. Tj. pokud

Vie,y,z) = V(r),
kde r = /22 + 42 + 22, pak
Ly =yp. —ypy, Ly = 2ps —xp., Lz = py — Ypa,
jsou invarianty pohybu. Navic zcela obecné plati

{Ly,L,} =L, {L. L,}=0L, {L,,L.,}=0L,.



Nulovost Poissonovy zdvorky {F,G} = 0 pro funkce F,G definované
na fazovém prostoru ma také p&kny geometricky vyznam. Upravami vztahu
(2.2) dostavame

8qj 8pj 8pj 8([]'

O:{Fﬂ}:i(aFaa 8F8G>

j=1
(9, OEOF OFY.(0G_ 960G _06)
LI Y (|

Posledni vyraz je ov§em skaldrni sou€in v nasem 2n dimenziondlnim fazovém
prostoru, pricemz prvni vektor je gradient* funkce F' a druhy je kolmy na
gradient funkce G, jak lze snadno ovéfit. To znamend, Ze v libovolném bodé
fazového prostoru je gradient funkce F' kolmy na konkrétni vektor z teCné
nadroviny k ekviploge' funkce G. Hlubii souvislost uvidime, pokud piepiseme
predchozi vysledek nasledovné

(F.G}=VF-J-VG,

=(500)

je takzvand symplekticka matice typu 2n x 2n a 1 je jednotkova matice
fadu n x n. Vektorové prostory, které jsou opatfeny souCinem x - J -y se
nazyvaji symplektické prostory a predstavuji ryze matematicky model, pro ge-
ometrické zkoumani Hamilnonovskych systému. Je vidét, Ze takovyto soucin
predstavuje jakousi analogii skaldrniho soucinu, ale skaldrnim souc¢inem nent,
protoZe dand operace je antisymetricka. Plati totiz

J'=7"=-]

Presto se prakticky stejné zavade€ji pojmy jako je kolmost a plati také obdobna
tvrzeni (podrobné viz. [1]). Navic symplektickd matice nese informaci o tvaru
Hamiltonovych rovnic. Staci si totiz povSimnout, Ze plati

z=1J-VH(z), (2.4)

kde jsme pouze oznalili z = (q1,...,qn,P1,---Dn)-

*rovnou si predstavujte pouze smér nejvétsiho nartstu funkce
fekviplochou funkce G rozumime mnoZinu {P € M?";G(P) = konst.}, kde M?"
predstavuje 2n dimenziondlni fizovy prostor



Symplektickda matice mé dalS$i pozoruhodnou vlastnost, kterou jsme jiz
méli moZnost vidét. TotiZ pro dany bod fazového prostoru udéld” z gradinetu
VG vektor J - VG, ktery je v uvazovaném bodé te¢ny k ekviplose funkce
G. Uvazujeme-li napiiklad J - VH, ve vSech bodech fazového prostoru,
dostavame vektorové pole rychlosti zkoumaného systému. NaSe predchozi
pozorovani mizeme nyni shrnout do nasledujiciho trvzeni.

Pokud {F,G} = 0, pak pro kazdy bod fazového prostoru plati:

Hodnota funkce F' se zachovava ve sméru te¢ného vektoru J- VG,
ktery leZi v te¢né nadroviné k ekviplose funkce G.

Protoze 0 = {F,G} = —{G, F'}, plati pfedchozi tvrzeni i obracené, piesné&ji
feCeno pii zaméné F a G.

Doposud jsme si nepolozili otdzku, jaky je maximalni pocet “nezdvislych”
invariantd pohybu definovanych na faizovém prostoru dimenze 2n, kde n je
pocet stupiiii volnosti systému. Existence [ nezavislych zachovavajicich se
veli¢in znamen4, Ze trajektorie predstavujici vyvoj systému bude omezena na
podmnoZinu fazového prostoru dimenze 2n — [. Pokud by vSak bylo [ vétsi
nez pocet stupnud volnosti n, pak by vSechny trajektorie ve fazovém prostoru
byly omezeny na dimenzi mensi neZ n, coz je spor s tim, Ze n je minimalni
pocet parametrii nutnych k uréeni konfigurace systému. Nezavislost zde tedy
znamena linearni nezavislost gradientd VFy, ..., VE,.

Pro kazdy hamiltonovsky systém s n stupni volnosti plati:

Existuje nejvyse n nezavislych invariant pohybu.

Z ptedchoziho tedy plyne, Ze pokud mdme F7, ..., F, nezavislych in-
variantii pohybu, pak pro kazdy dalsi invariant pohybu G plati, Ze VG je
linearni kombinaci gradienti VF}, ..., VF,. To vsak plati pro konkrétni bod
fazového prostoru a tedy koeficienty linedrni kombinace zavisi obecné na po-
loze ve fazovém prostoru. Integraci linearnich kombinaci VFi,... , VF, s
koeficienty zavislymi na proménnych fazového prostoru miiZeme vygenero-
vat vSechny invarianty pohybu.



M¢jme n nezavislych funkci Fi, ..., F, (ne nutné invariantd) a
funkci G spliiujici vztahy pro involuci

{E7F}} =0 a {G’FZ} =0,
pak funkci G(q¢;, p;, t) mizeme vyjadfit jako funkci n proménnych

G(Fla s 7Fnat) = G(Fl(qzvpz)a s 7Fn(qzapz)7t)

Specidln€ pokud I, ..., F, jsou invarianty pohybu, pak lze vyjadfit Hamil-
tonidn H(g;, p;,t) jako funkci

H(Fl, e ,Fn,t) = H(Fl(qz;pz)y .. aFn(quz)at)

Dukaz.
Ditikaz lze provést Cisté analyticky s vyuzitim véty o implicitnich funkcich.
Zde bych radéji naznacil geometricky orientovany dikaz tohoto tvrzeni.

Dokédzeme, Ze na kazdé podmnoZiné fazového prostoru, kde se soucasné
zachovéavaji funkce F7, ..., F, se nutné zachovava také funkce G. Tim bude
dikaz hotov. Uvazujeme-li tedy mnozinu V' takovych bodu fazového pro-
storu, pro které jsou funkce F7, ..., F}, soucasné konstantni, pak z nezavislosti
gradientd VF; je zfejmé, Ze tato mnozina ma dimenzi n. A tedy v kazdém
bodé mnoziny ¥V mame n nezavislych tecnych sméra.

Nyni ukdzeme, Ze pro zvoleny bod fazového prostoru lezi tyto teCné sméry
v te¢né nadroviné ekviplochy funkce G. Jinymi slovy ve vSech smérech, v
kterych se souCasné zachovavaji funkce Fi,..., F,, se zachovava také G.
Jak jiz vime, nulovost Poissonovych zavorek ndm zarucuje, Ze v kazdém bodé
fazového prostoru je gradient VG kolmy na te¢né vektory J - VF; a to pro
kazdéi € {1,...,n}. Toznamend, Ze J-VF; lezi v teCné nadroviné, ktera je v
daném bodé fazového prostoru tecnd k ekvipose funkce G. ProtoZe gradienty
V F; jsou podle pfedpokladu linedrné nezavislé, jsou linedrné nezdvislé také
tecné vektory J-V F;. Atedy jde o n nezavislych vektort. Nyni si sta¢i pouze
uvédomit, Ze kazda z funkci Fi, ..., F, se zachovava ve sméru vektoru J -
VF;. Jak vime, to plyne piimo z {F;, F;} = 0.

O

Predchozi tvrzeni nyni vyuZijeme k zavadeni prirozenych kanonickych
proménnych?. Jak uvidime, Hamiltonovy rovnice budou v téchto soufadnicich
velmi jednoduché. Predpoklddejme tedy, Ze mdme Hamiltonovsky systém s n

fpfechodem k témto soufadnicim zlistane zachovan tvar Hamiltonovych rovnic, pouze
”staré promeénné nahradi nové”
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stupni volnosti, ktery lze popsat Hamiltonidnem H (g;, p;). Ddle nechf exis-
tuje n nezavislych invarianti pohybu F1, ..., F}, spliiujici vztahy pro involuci
{F;, F;} = 0 anavic {F;, H} = 0. Pak podle pfedchoziho tvrzeni miizeme
psat H(Fy, ..., F,,t) = H(Fi(qi,p:), - - -, Ful(qi, pi), t). Prvni sadu Hamilto-
novych rovnic v soufadnicich ¢;, p; mizeme tak piepsat nasledovné

. O0H ~0HOF
V" Op, T & OF, 0p;

Nezavislosti invariant pohybu se rozumi nezavislost gradientd VF}, ... VF,,.
Jejich nezavislot zlistane zachovane vybérem vhodnych n sloZzek. Bez Gjmy
na obecnosti budeme predpoklddat, Ze jde pravé o proménné py, .. ., p,, jinak
bychom provedli pfeznacent t;.

I(Fy,..., Fn)>
det <—3(p1, S # 0.

Sadu rovnic lze tak zapsat v kompaktnéjSim tvaru

{=PNpg. rH,

kde P = (%) je regularni matice. Nyni definujme nové soufadnice
i/ =1
takto -
6 = P
F= F(g,p)

Nen{ obtizné si rozmyslet®, Ze jsme nalezli transformaci soutadnic (6;, F}) <
(¢i, p;) a v novych soufadnicich mame dynamické rovnice
g OH
J T Ao
OF;

. " OF; OF;
F, = Lo+ =—Lp, ={F, H} = 0.

i=1
A tedy (0;, F;) jsou kanonické proménné. V kapitole 3.2 uvidime, Ze 1ze za do-
datecnych (fyzikalné pfijatelnych) predpokladi zavést kanonické soufadnice
akce-iihly (0;, I;), kde 0; jsou 2w —periodické soufadnice, I; odpovidaji akcim.
Dynamické rovnice maji potom tvar

9:3' = wi(lh,....L,) = 57,
I, = 0.

$stati vyuzit vétu o implicitnich funkci na druhou rovnici a vyuZit vztahu ¢ = PO
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Vratme se jesté ke kanonickym soufadnicim (6;, F;). Trividlni integraci mame
— aH(Flv--an)
0 = o —t+aq;
Fj = ﬁja

kde a;, 3; jsou integracni konstanty. Pfedchozi vypoCty nyni shrneme.

Pokud existuje n nezdvislych invarianti pohybu Fi,..., F),
spliujici vztahy pro involuci

(F,F}=0 a {HF}=0,

pak existuje kanonickd transformace (¢;, p;) < (0;, F};) takova, ze v
novych proménnych plati

) _  OH
Qi - (‘)_FZ.)
EF, = 0.

Pokud Hamiltonidn nezavisi explicitné na case, pak dynamika
systému je linedrni v ¢.

12



3 Integrabilni systémy a jejich priblizeni

3.1 Integrabilni systémy

Hamiltonovsky systém s n stupni volnosti se nazyva integrabilni pokud

1) existuje n invariantd pohybu Fi, ... F),

2) {F, Fi} ={F,H} =0,

3) VFi,...,VF, jsou nezavislé skoro vSude.

Integrabilni systémy maji dv€ marginalni vlastnosti:

a) Z kapitoly 2 o invariantech pohybu vime, Ze pro kazdy integrabilni systém
muizZeme alespon lokdlné* (v bodech, kde jsou gradienty nezavislé) zavést ka-
nonické proménné (6;, F;), ve kterych je dynamika fizena rovnicemi

6, — OH(Fi..Fy)
B G.)

Odtud nazev integrabilni systémy.

b) Na kazdé souvislé komponenté’ mnoziny NI, F; ' (c;), které je omezen4,
lze zavést 27 periodické soufadnice 0; (viz. 5.2.1 bod a)). Trajektorie inte-
grabilnich systémi jsou pak kvalitativné orbity na toru 7" s pevnymi frek-
vencemi w;. Fazovy prostor je tak sloZen z mnozstvi tord, kde kazdy torus je
invariantni vi¢i toku Hamiltonova pole (obrazek 1).

Obrazek 1: Fazovy prostor integrabilniho systému - mnoZina tort

Tyto 27 periodické soutadnice 6; tedy dopliuji invarianty pohybu F;, ale
transformace (q;, p;) < (0;, F;) neni obecné jiz kanonickd. K tomu je nutné

*diky invariantnosti F; vSak vzZdy obsdhneme celé trajektorie
fmaximalni souvisld podmnoZina

13



zvolit jiné invarianty pohybu, takzvané akce I;. Vysledkem jsou pak kano-
nické soufadnice akce-uhly (6;, I;). Proménné (0;, F;) vSak potfebujeme k
dikazu, Ze spravnou strukturou, na které existuji trajektorie je pravé torus.
K tomu neni tfeba kanoni¢nost transformace, ale pouze jeji spojitost. Staci si
uvédomit, ze v riznych souradnicich bude torus vypadat rizné.

Pro ptfipad n = 2 lze myslenkové provést zménu souradnic* (pouze v
thlech 6;), jak je naznaCeno na obrazku 2. Vychdzime z toho, Ze trajektorie
v soufadnicich (6;, F;) lezi na ¢tverci bez dvou hran (F7; a F;, konstantni).
Geometrickd pfedstava je takova, Ze v prvnim kroku spojime jednu dvojici
protilehlych stran &tverce a v druhém kroku oba konce vélce.! ProtoZe u in-

Obrazek 2: Torus jako reprezentant trajektorii integrabilnich systéma

tegrabilnich systéma vzdy exituje transformace (g;, p;) < (0;, F;), mluvime
o toru. Jako reprezentant totiZ 1épe vystihuje charakter trajektorii. Torus nelze
Zadnou transformaci soufadnic prevést napriklad na sféru.

Je tfeba dodat, Ze torus ve vétsiné piipadl reprezentuje pifimo samot-
nou trajektorii. Pokud jsou totiz frekvence wq,ws z b) nesoudélné, vypliuje
trajektorie cely Ctverec a tudiz i torus. V tomto piipadé nejsou trajektorie
uzaviené.

/|

Obrazek 3: Trajektorie na toru jako linearni orbity

*forméln€ homeomorfismus tj. bijekci, kterd je spojitd véetné jeji inverze
frozmyslete si, jaké &4sti hran by musely byt sou¢ésti &tverce, abychom dostali sféru!

14



Vyznam podminek z definice integrabilniho systému:

1)+ 3)

1)+2)+3)

Kombinace téchto dvou podminek zajistuje existenci n nezavislych in-
varianti pohybu tj. maximalniho mozného poctu (viz. 2) . Na kazdy
stupenl volnosti tak mdme zdkon zachovéni néjaké fyzikélni veliCiny -
invariantu pohybu F;.

Toto je klicova podminka, kterd zajisfuje existenci 27 periodickych
soufadnic 6; jako doplnék k invariantim pohybu F; (viz. 5.2.1).

Pokud gradienty VF}, ..., VF,, jsou nezavislé v celém fazovém pro-
storu, pak soufadnice (6;, F;) 1ze zavést globalné. Body, ve kterych tato
podminka neni splnéna nazyvame singuldrni. Tyto body jsou zajimavé
tim, Ze poukazuji na zménu urcitych fyzikalnich vlastnosti pfi prichodu
fazovym prostorem. Napiiklad u matematického kyvadla jde o zménu

4 V(x) = —%x2+%x4

Vix) = - Lecos (x)

7
\

<

g

<

=T
ZANN ~N

=

povahy pohybu, ktery odpovida bud’ toru 7" nebo pfimce R'. Naopak
v pfipadé systému s kvartickym potencidlem V(z) = —%mZ + }Lx“,
jde o strukturdlni zménu rozloZeni trajektorii. Tim vSak zdaleka ne-
konci vycet moZznosti, jejichZ pfitomnost je naznacovana existenci sin-
guldrnich bodi. Jednou z dalSich takovych moznosti je monodromie,
hlavni téma této préce.

Alespori lokdlné Ize zavést soutadnice (6;, F;), ve kterych je dynamika
systému linedrni v Case .
Kazda maximdlni souvisld a omezend cast fazového prostoru, kde se
zachovavaji invarianty pohybu, je torus 7.

V zadnych soufadnicich nemiiZe jit tieba o sféru*.

*torus neni homeomorfni se sférou
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Neni obtizné z definice nahlédnout, Ze kazdy systém s n = 1 je inte-
grabilni. Ve vySS§i dimenzi je integrabilni tieba systém dvou téles, které se
pritahuji gravitacni silou. Nebo jakykoliv systém, ktery si 1ze lokalné predstavit
jako kmitani n nezavislych oscilatora.

Jak 1ze vSak ocekdvat, mezi hamiltonovskymi systémy je integrabilnich
systémi spiSe malo. Tuto intuitivni predstavu podporuji nasledujici dvé ma-
tematicka tvrzent:

- Pokud uvazujeme prostor analytickych Hamiltonovych funkci H, pak
podle [3] jsou neintegrabilni hamiltoniany husté* v H,

- Podle [4] jsou integrabilni systémy v prostoru hladkych funkci C" pouze
spo¢etnym sjednocenim fidkych’ mnoZin a nejsou tak husté v C".

Zjednodusené feceno, vétsina systému je neintegrabilnich. Integrabilnich
systémi je proto v jistém smyslu velmi malo. Pfesto hraji zdsadni roli, protoze
jejich znalost ndm umoziuje ziskat informaci o neintegrabilnich systémech,
které jsou urcitou poruchou systému integrabilnich. Takovymto neintegra-
bilnim systémum se fika skoro integrabilni*. Ukazuje se, Ze v ptipad€ skoro
integrabilnich systémil je vétSina tord stabilnich tj. mald pertubace hamil-
tonidnu ndm umozZni klasifikovat vétSinu trajektorii pertubovaného systému
opét jako tory 7. To neni viibec samoziejmé. Ba naopak je to spiSe prekvapivé.
Toto tvrzeni je obsahem slavné véty KAM.

Jinym zpisobem (negeometricky) vyloZené zakladni vlastnosti integra-
bilnich systémi Ize nalézt v textu [5].

*Mnozina () je hustd v prostoru X, pokud kazdému bodu z X se lze libovolné blizko
pribliZit body z @ nebo-li kazdy bod z X ma nulovou vzdalenost od mnoZiny Q).

TRidkou mnoZinou rozumime mnoZinu, jejiz body se nelze pfibliZit libovolné blizko viem
bodim néjaké neprazdné oteviené podmnoziny celého prostoru (a tedy je “Fidka”).

*v anglicky psané literatuie se pouziva oznaceni nearly integrable nebo quasi-integrable
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3.2 Souradnice akce-tihly

V této kapitole ukaZzeme, Ze v integrabilnich systémech Ize zavést kanonické
proménné (6;, I;), kde 6; jsou 27 periodické soufadnice a I; invarianty po-
hybu. Z konstrukce bude navic zfejmé, Ze 1ze tyto souradnice zavést alespon
lokdlné v bodech, kde jsou gradienty V F; linedrné nezavislé.

Z predchozi kapitoly vime, Ze kazdd omezend komponenta ¢asti fizového
prostoru ﬂ?le[I(ci), kde se zachovdvaji invarianty pohybu, je ve vhodnych
soutadnicich torus 7". Torus je pfirozené periodicky objekt, ktery miizeme
chépat jako soudin n kruznic 7" = S* x ... x S*. A tedy na toru existuje n
uzavienych smycek S! (viz obrdzek 4), které nelze na sebe spojité deformo-
vat. Tyto smycky rozkladaji jakykoliv pohyb po toru na n—tici Ghli.

Obrazek 4: Rozklad pohybu na toru do uzavienych smycek

V ptvodnich soufadnicich (g;, p;) vypada torus jinak, typicky je defor-
movan. Lze ho ziskat feSenim rovnic

Fi(gi,pi) = c1, ..., Fuldi, pi) = cn.

V tomto feseni nyni potfebujeme nalézt jakoukoli* n—tici uzavienych smycek
Ci,...,C,, které nelze na sebe spojité¢ deformovat. Kazdou smycku C; lze
spocitat pfidinim vhodnych podminek k predchozi sadé rovnic, kde se vy-
skytuji jen nékteré proménné. Pokud mé néasledujici soustava feSeni, je nej-
jednodusi volba dodate¢nych podminek takova, Ze pro C;, fesime

FI(Qkapla"‘7pn) - Cl?"'aFn(Qk7p17"‘7pn) = Cp.

Evidentné Zddnou ze smycek nelze vynechat, jinak bychom pfisli o ¢ast infor-
mace o puvodnim pohybu. Existence takovych smycek Cy, je zasadni predpoklad*
pro zavedeni proménnych akce-uhly!

*dale totiZ uvidime, Ze vZdy dostaneme stejné akce
*pokud bychom méli napiiklad pouze ¢aste¢ny rozklad pivodniho pohybu Cy,...,C,—1,
nikdy bychom z této informace nesestrojili n nezavislych proménnych a tedy ani bijekci

(gispi) < (04, 1:)
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Pokud v soufadnicich (g;, p;) nalezneme uzaviené smycky Cj, miZeme
zavést ndsledujici soufadnice nazyvané akce-iihly. Nejprve definujeme akce

takto
1 n
[ - md my
K 27% > Pmdg

k m=1
kde p,, = pm(q, F;) je inverzi vztahG Fi(q;,p;) = c1,- -, Fu(qi, pi) = can.
Predchozi integrél je invariant vzhledem ke kanonickym transformacim. To
znamend, Ze v libovolnych kanonickych soufadnicich jsou akce I; stejné. In-
variantnost je disledek Liouvillova teorému ve tvaru

i / 40, AP, (Liouville) i / dandp,,
m=1 m=1

a nasledujiciho vypoctu kiivkového integralu

(Green) 8pm 00

Navic ze Stokesova teorému plyne, Ze libovolna spojita deformace smycek Cy,
na toru nezmeéni hodnotu akci I;.
SdruZené proménné tj. thly dopocitdme z vyrazu

0

0, = — ey I, 1),
k al, (CI17 yQn, 11 )

kde S je generujici funkce* spliujici pr, = (%S(ql, ey Gny 11y 1) Ge-
nerujici funkci 1ze ziskat feSenim rovnice pro hamiltonian v starych a novych
soufadnicich, pfi¢emZ chceme nalézt takovou zménu soufadnic, tedy gene-
rujici funkci S, aby akce I; byly invarianty pohybu tj. hamiltonidn v novych

proménnych zdvisel pouze na akcich [;

H(ql,...,qn,g—i,...,g—i):H(Il,...,In), (3.2)
kde Iy, ..., I, volime pfi feSeni (3.2) pevné.
*Podle principu generujicich funkci, podminky
O = 35S(q, s an D1, In),
Py = %S(ql,...,qn,ll,...,ln),

zajistuji kanoninost transformace (q;, p;) < (0;, I;). To Ize snadno ovéfit derivovanim ha-
miltonidnu ve starych soufadnicich podle proménnych v novych soufadnicich a vyuZitim
platnosti Hamiltonovych rovnic pro hamiltonidn ve starych soufadnicich.
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Pokud nalezneme S, miizeme k definovanym akcim I; dopocitat dhly 6;,
mame zajiSténu kanoni¢nost transformace (¢;, p;) < (0;, I;) a hamiltonidn v
novych soufadnicich zdvisi pouze na akcich [;. Proto v novych soufadnicich
dostavame

9'i _ 6H(181}.i..,[n) — w’i(I]J . ’In>’
i = _8H(I$é.i..,ln) — 0, (3.3)

H = H(Il,,jn) = w1]1+...+wnln.

Zatim pouze vime, Ze akce /; jsou invarianty pohybu. Nyni se presvéd¢ime

o 27 periodi¢nosti proménnych 6;. Zvolme libovolnou trajektorii, kterd je

fe§en1’m rovnic (3.3) a ozna¢me uzaviené smycky rozkladajici jeji pohyb jako
.,C,,. Potom

do, = j{ S(qrs-- s qu, L1y 1) =
fék e, o5

fi Z aqmafl ~ oI fg Zp mtlm =

0
=2r—1, = 276
Wal.lk TOkL

Z vlastnosti generujich funkci je také patrnd forma feSeni rovnice (3.2)

pro pevné akce I;
5=y o Z pudgs.
m:l

Ukazali jsem, Ze pokud je systém mtegrabllm, muiZeme alespon lokalné
zavést proménné akce-uhly, kde akce I; jsou invarianty pohybu a 6; jsou 27
periodické soutadnice. Podrobnéjsi popis kanonickych transformaci 1ze nalézt
ve vyborné knize [2] o chaosu a integrabilnich systémech. Konkrétné v kapi-
toldch 2.3, 2.4 a 2.5.

Je zieymé, Ze nejvétsi potiZ pro zavedeni proménnych akce a thly je nale-
zeni uzavienych smycek C,. Vyjimku ptfedstavuji systémy s jednim stupném
volnosti tj. n = 1. Pokud totiZ hamiltonidn ' nezdvisi explicitné na Case ¢,
je invariantem pohybu. ProtoZze vSak fazovy prostor je dvou dimenziondlni,
muzeme akci I hledat pfimo pro pevnou energii £

1

I =— pdq.
2 H(q,p)=E

To souvisi s tim, Ze systémy s jednim stupném volnosti a se zachovavajici se
energii jsou vZdy integrabilnim systémem.
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3.3 KAM teorém

Hamiltonovsky systém s hamiltonidnem H se nazyva skoro integrabilni, po-
kud je pertubaci néjakého integrabilniho hamiltonidnu H| tj.

H(0;, F;) = Ho(F}) + eH,(0;, F}), (3.4)

kde € je maly pertubacni parametr a (6;, F;) jsou proménné, které existuji
diky integrabilité¢ H,. Protoze pertubaci fadu ¢ miizeme chépat tak, Ze v sobé

YV N s

zahrnuje 1 vySsi fady pertubace, 1ze napiiklad psat
H(0;, F;) = Ho(F;) + eHy(0;, ;) + € Ho(6;, ) + O(€7).
Hamiltonovy rovnice takového skoro integrabilniho systému maji tvar

0, = wi(F) + Hpehl 4 20LGR) 4 O(e),
ij _ _ EaHla(z;,Fz‘) _ 625H28(3;7Fi) + 0(62).

(3.5)

Zékladni mySlenkou je nalézt feSeni pro H tak, Ze k pfesnému feSeni pro
H, pri¢teme korekci fadu e zapo&itdvajici pertubaci H, a korekci fadu €
zpo&atavajici H,. ReSeni pertubovaného systému s hamitlonidgnem H se tedy
hledd ve tvaru mocninné fady, kde jsou mocniny v €. Formalné takovou fadu
dosadime jako feSeni do Hamiltonovych rovnic (3.5) skoro integrabilniho
systému a Cleny stejného fadu O(€") ddme k sob€. Dostdvame tak rovnice
tvaru
vo(t) + evy (t) + Evy(t) 4+ ... = 0.

Aby takové rovnice platila, musi byt vyrazy v;(¢) rovny nule. Z téchto podminek
Ize alespon teoreticky (Cti numericky) dopocitat pertubované feseni.

Ziskand mocninna fada reprezentujici feSeni systému s hamiltonidnem A
nemusi obecné konvergovat pro nékteré pocatecni podminky. To znamen4, Ze
ackoliv H je pertubaci H,, neni pravda, Ze feSeni systému s hamiltonidnem H
je pouze poruchou feseni systému s hamiltonidnem H,. Jde o fundamentalné
odlisnou trajektorii, kterd mtize jiz vykazovat chaotické chovani. V pripadé,
Ze pro danou pocatecni podminku je feSeni systému s hamiltonidnem H pouze
poruchou feSeni systému s hamiltonidnem H, tj. pro danou pocatecni podminku
naSe mocninnd fada konverguje, mluvime o stabilni trajektorii.

Napriklad Zemé obihajici kolem Slunce je problém dvou téles, ktery lze
explicitné vyresit. Jedna se o integrabilni systém. Ve skuteCnosti je vSak tieba
uvazovat pertubace zpusobené gravitatnim pusobenim okolnich planet. Po-
kud je Zemé na takové stabilni trajektorii, bude navzdy obihat kolem Slunce.

Nabizi se ptfirozend otazka, které trajektorie jsou stabilni? Jak je pozname
a jak se situace méni se zvetSujicim se pertubacnim parametrem €?
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Odpovéd na predchozi otdzky dava nasledujici slavné tvrzeni ([6], [7]).

’KAM (Kolmogorov-Arnold-Moser) ‘

Za predpokladu splnéni podminky nedegenerovanosti

82H0 Ow;

a malého pertubac¢niho paramteru ¢ plati:

e vétsina trajektorii ptivodniho systému H s frekvencemi w; zlistane
zachovana, pouze budou deformovany a to tak, Ze tyto trajektorie
jsou kvalitativné stale trajektorie na toru 7,

e konkrétné trajektorie ptivodniho systému H, s frekvencemi w;
bude zachovana, pokud spliiuje podminku

|Gk > y|k|™", prokazdé 0 # k € Z",
kde v > 0, 7 > n — 1 an je pocet stupiitl volnosti,

e pokud ¢ — 0, pak mira doplitku k mnoZiné stabilnich trajektorii z
prvniho bodu jde k nule a to alespori tak rychle jako /e.

Neprekvapujici vysledek:

Predchozi tvzeni neni prekvapujici tim, Ze pokud existuje ve fazovém

prostoru (6;, F;) ptvodniho systému H trajektorie s frekvencemi w;,

pak pro malou pertubaci € je skoro jisté, Ze v blizkosti této trajektorie

bude trajektorie pertubovaného systému se stejnou sadou frekvenci w;.
To zajistuje podminka nedegenerovanosti.

Prekvapujici vysledek:

Je prekvapivé, Ze vétSina trajektorii pertubovaného systému budou opét
kvalitativné trajektorie na toru 7", ackoliv pertubovany hamiltonian
vubec nespliiuje kli¢ovou prodminku 2) z definice integrabilniho systému.

Ta totiZ, jak vime, zaruCuje, Ze trajektorie leZi na toru.

Tento vysledek lze nahlédnout nasledujici uvahou. Pokusime se nalézt
nové kanonické soutadnice (6;, F;), ve kterych bude platit H = H(F}, ..., F,).

V takovém pripade bude nas pertubovany systém integrabilni a tudizZ jeho tra-

jektorie lezi na toru. Hlednéni takové kanonické zmény souradnic prevedeme
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na hledani nasledujici generujici funkce S, ktera zohledniuje poruchy e rtiznych
rada zapoctenim ¢lenu S; obdobné jako v (3.4)

S(QZ, F;) =0- F + 651(01‘, E)?

kde
éi__~507"'79n7ﬁ17"'7ﬁ;1;
()F’Z (1 ! )
% 99@ 1y---»Uny L'1y---54'n)-

Pokud zvolime € = 0, méla by byt zména soufadnic identitou. To opravdu je,
protoze pak plati S(0;, F}) =0 - F.

Uhly 6, jsou 27 periodické soufadnice, miZeme proto pro poruchové &leny
Hy a Sy provést rozvoj do Fourierovy fady v proménnych 6;

H,(6;, F) ZHM e, S1(6;, F) Zslmﬁz imf

VyuzZitim vztahu pro hamiltonidn ve starych a novych soufadnicich

oS oS _
H(@l,...,Qn,a— 09> H(Fy,...,F)
dostavame
.98, a8 N ~
Ho(F; + e-) + €Hy(0;, Fi + e—=) = H(Fy,..., F,).

00; 00,

Nyni provedeme Taylortiv rozvoj v poruse € (do prvniho fadu)
Ho(Fy) + ew(F})VgS1(6;, F}) + eHy(6;, F}) + O(€?)
H(F,..., F,),

kde ovSem H, je stdle vyjadiena v soufadnicich (6;, F;) a doSlo pouze k
¢iselnému dosazeni konkrétnich hodnot F; := F;. Proto

w(Fi) = VeHolp_f,

je opravdu vektor frekvenci nepertubovaného systému.
Porovnanim ¢lend fadu €* mame

w(F)VeS1(6:, F)) = —H,(6;, F}) + O(€2).

*¢len O(€?) je také fadu e
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a konec¢né pouzitim Fourierovych rozvoji pro poruchové ¢leny H; a S ziskdme

I I H m E 1
S(0:, F;) =0 F +ieY Him(F) imo O(é?), (3.6)
kde m = (my,...,m,) je vektor celych ¢isel. Odtud je zfejmé, Ze problém

integrability pertubovaného systému je pfeven na konvergenci predchozi fady.
Z tady (3.6) je snadno vidét, ze

Resonanc¢ni trajektorie nepertubovaného systému tj. takové, Ze plati
m-w(F;) =muw + ... +muw, =0

pro néjaky celociselny vektor m, “nepteziji”’ Zadnou pertubaci.
Kazd4, byt libovolné€ mald, pertubace zrusi resonujici trajektorie.

Technické poznamky:

e Aby platilo tvzeni KAM, musi byt hamiltonidn H alespon tifdy C3
(viz. [7]). Pokud je pouze tfidy C>~? jsou zndmy protipiiklady.

e Jak mald musi byt porucha ¢, aby platilo tvrzeni KAM? Je zndmo, Ze
velikost této poruchy zavisi na poctu stupnd volnosti n jako n!™® pro
néjaké o > 0.

e Stabilni trajektorie ptivodniho systému Hj s frekvencemi w; se Casto
oznacuji jako invariatni torus nebo dokonce invariantni KAM torus. To
souvisi s tim, Ze jednak omezené trajektorie integrabilniho systému lezi
na toru a jednak podle podminky pfedchoziho tvrzeni mohou “preZit”
pouze trajektorie s nesoudélnymi frekvencemi a tyto vypliuji cely to-
rus.

e Podminka nedegenerovanosti je tzv. Kolmogorova podminka nedege-
nerovanosti. Postacujici podminky pro jeji splnéni v blizkosti singula-
rit 1ze nalézt v [14]. Zde se také tvrdi, Ze pokud plati Kolmogorova
podminka v blizkosti néjakého toru, pak plati v blizkosti kazdého toru,
ktery 1ze dosahnout cestou sloZzenou pouze z tort.

Vyborny ¢lanek, ktery srozumitelné diskutuje KAM teorém a také piipad
”lower dimensional” toru, je ¢lanek [6].

Matematické pozadi pertubacni teorie véetné mnoha piikladi a dikazi
Ize nalézt v textu [8].
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4 Topologicka struktura fazového prostoru

V této kapitole uvidime, Ze fazovy prostor ma pfirozenou strukturu (topo-
logii), jenZ je dana fyzikou, ktera se v ném odehrdva. Hlavnim cilem je pak
poukdzat na invarianty topologie fizového prostoru. Tyto invarianty totiZ predstavuji
uplnou strukturni charakterizaci fyzikdlnich systémi. Existuji pouze tfi druhy
invariant: struktura nedegenerovanych singularit, globdlni monodromie a
singuldrni Chernovy tridy (viz. [13]).

Fyzikalni systémy tedy maji invarianty strukturdlni povahy, které se za-
chovavaji pfi zméné soutfadnic. Nasim cilem je studovat monodromii.

4.1 Zakladni pojmy

Zobrazeni f : X — Y nazveme homeomorfismem, pokud f je spojita bijekce
a zaroveti f~!:Y — X je spojité zobrazeni.

Pokud existuje homeomorfismus mezi X a Y, pak fikame, Ze tyto prostory
jsou topologicky ekvivalentni. Pod topologickym prostorem X a Y si miizeme
predstavit jakoukoliv mnoZinu, naptiklad vélec, torus.

Miizeme tedy zavést diileZitou ekvivalenci, kterd ztotoziuje homeomorfni
mnoziny. Tim rozdélime myslenkové vSechny mnoZiny do skupin a kazdou
skupinu miizeme reprezentovat jedinym zastupcem.

Homeomorfismus si lze zjednodusené predstavit jako kombinaci spojité
deformace, kterd zachovdvd dimenzi* (Ctverec nelze homeomorfné deformo-
vat usecku), se stithdnim a zpétnym lepenim rozstiithnutych cdsti.

Pouzitim téchto pravidel je snadné ovéfit, Ze hrnek s “uchem” je homeo-

morfni toru 7. Stai vytdhnout pouze vnitini ¢ast dna hrnicku a pak pouze
dodeformavat na torus. To je ndzorné ilustrovano na obrazku 5.

Obrazek 5: Hrnek je homeomorfni s torem

*nazyva se pokryvact dimenze a odpovida intuici, je definovana jako nejmensi n takové,
Ze kazdé pokryti otevfenymi mnoZinami ma zjeméni (opét pokryti ot. mnoZinami), kde Zadny
bod nelezi v priniku vice nez n + 1 mnoZzin
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Stithani a zpétné lepeni 1ze snadno ukazat na trojlistkovém uzlu (obréazek 6),
ktery je homeomorfni s torem 7. Sta¢i provést rozstiiZeni, rozmotani a op&tovné
slepeni rozstfizenych koncu.

Obrazek 6: Trojlistkovy uzel

Obcas nemusi byt vhodné ztotoznit uzel, ktery 1ze rozplést bez stithani s
uzlem, ktery nelze jinak rozmotat. K tomuto ucelu slouzi pojem isotopie, kterd
je pouze spojitou deformaci. Podrobnosti 1ze nalézt pod klicovym nidzvem
odpovidajici teorie - knot theory.

Pokud by navic pro homeomorfismus f méla zobrazeni f a f~! spojité
parcidlni derivace, pak se f nazyva difeomorfismus.

Dvé funkce (cesty) f, g z topologického prostoru X do Y jsou homoto-
picky ekvivalentni resp. stejného homotopického typu, jestlize 1ze prvni cestu
spojité deformovat na druhou - existuje spojitd funkce H : X x [0,1] — YV
takovd, ze H(x,0) = f(x) a H(x,1) = g(z).

Obrazek 7: Homotopicky ekvivalentni cesty

Dalsim dilezitym pojmem je fibrovany prostor. Fibrovanym prostorem
se rozumi (F,m, B) nebo nékdy zkracené © : £ — B, kde 7 je spojité
zobrazeni na bézovy prostor B a mnoZiny 7 *(b) se nazyvaji fibry nad b.
Mizeme si piedstavit, Ze fibrovany prostor je tvofen fibry m—!(b), které jsou
parametrizované bazovym prostorem B a slepeny topologii prostoru £. Dva
fibrové prostory nazveme topologicky ekvivalentni, jestliZe existuje homeo-
morfismus, ktery zobrazuje fibr jednoho prostoru na fibr druhého prostoru. V
klasické mechanice si mizeme predstavit £ = M?" jako fizovy prostor a
bazovy prostor B C R" jako obor hodnot zobrazeni (F7, ..., F,) tj. mnoZina
hodnot n—tic invariantii pohybu.
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4.2 Monodromie

V této kapitole zavedeme monodromii pomoci abstraktnich nastrojd, které
jsme definovali dfive a uvidime nékolik zasadnich vlastnosti.

Uvazujme 7 : £ — B lokalné trividlni fibrovany prostor*a~y : [0,1] — B
cestu v B z po¢dte¢niho bodu a = (0) do koncového bodu b = (1). Lokalni
trividlnost nam zaruci, ze pro kazdy bod cesty (t) existuje okoli U takové,
ze 7~ Y(U) vypada' jako U x F, kde fiber F' = 7~ 1(7(t)).

Obrazek 8: Lokalné trividlni ¢asti cesty vy v B

Pokud ozna¢ime priinik dvou sousednich okoli na obrazku 8 jako V, po-
tom plati, ze 771 (V) — V je topologicky ekvivalentni V' x F; — V a zdrovefi
VXxF,—Vt.VxF — V jetopologicky ekvivalentni V' x F;, — V. Podle
definice topologické ekvivalence pro fibrované prostory se musi homemo-
morfné zobrazovat fibry na fibry. A tedy pokud oznacime stfedy uvaZovanych
okoli v(t;) a y(ts), existuje homeomorfismus mezi fibry F; = 71 (y(t,)) <
71 (y(t2)) = Fy. Timto zpisobem miZeme pokratovat pies viechny priiniky
az nakonec dostdvame, Ze existuje transformace 7T°,

T, : 7 ' (a) < 7 1(b),

coZ je homeomorfismus mezi pocatecnim fibrem 7! (a) a koncovym 7= *(b).
Pokud nyni zaménime ~ za homotopicky ekvivalentni cestu, zfejmé se za-
chova homotopicky typ transformace 7. Volné feCeno, typ monodromie nezavisi
na volbé cesty mezi body a a b. Specidlné pokud je v uzaviend smycka,
nezavisi typ ani na volbé pocate¢niho (koncového) bodu. V tomto ptipadé

se T, nazyva monodromni transformace a tedy

T, 7 (a) < 7 '(a).

*v pifpad& integrabilnich systémii si miZeme piedstavit & = M?" a bazovy prostor
B C R™ jako obor hodnot invariantd pohybu (FY,. .., F,)

tv feci pojmii pfedchozi kapitoly jde o homeomorfismus 7! (U) «» U x F, ktery zobra-
zuje fibr na fibr tj. jde o topologicky ekvivalentni mnoZiny se stejnou strukturou fibri
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Idea: T, "vezme” oba koncové fibry 7! (a) struktury ([0, 1]) x 7 !(a)
a proplete je dohromady. Zptsob propleteni je pak typ monodromie:

e Pokud zvolime dvé cesty v, a 7», které 1ze na sebe spojité deformovat,
zUstane typ monodromie stejny.

e Pokud zvolime dvé rizné cesty, z nichZ jedna obiha kolem singularity
nebo “diry” a druha nikoliv, pak nelze spojité deformovat prvni cestu na
druhou a tudiz zpisob propleteni tj. typ monodromie je nutné jiny.

Napiiklad pokud midme Mobidv prouzek 7 : £ — S! (obrdzek 9), pak
kazdy fibr 77!(a) je interval I a lokdln& nelze rozliSit mezi valcem S' x [
a Mobiovym prouzkem. Pokud méame prouzek [0, 1] x I, pak monodromn{
transformace miize zapusobit trividlné tj. ztotoZnénim koncovych intervalt.
Vysledkem je valec S x I. Nebo miiZe zaplsobit “otoenim” a vysledkem je
Mobitiv prouzek.

Obrazek 9: Mobitv prouzek fibrovany intervaly [

Protoze v integrabilnich systémech jsou fibry tory 7™, piisobi monodromni
transformace na [0, 1] x 7™, kde proplétd koncové tory 7. To si lze predstavit
pouze pro pifpad n = 1 tj. T* = S'. Jak ukazuje obrizek 9, bud monodromie
zaplsobi trividln& a vznikne torus 7 nebo zaplisobi “oto¢enim” koncovych
fibri S a vznikne Kleinova lahev.
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5 Monodromie v klasické mechanice

Na uplném zacatku je tfeba fici, Ze v této kapitole budou uvedeny pouze
nejzakladnéj$i poznatky, bez kterych vSak nelze porozumét fadé sou¢asnym
¢lankiim. V tomto sméru povazuji fyzikalni ¢lanek [15] za vybornou dopliujici
literaturu. Ten je pfedev§im velmi srozumitelny, coZ bohuZzel v dobé, kdy pisi
tuto praci, neplati u vétsiny ostatnich texti. Ve zminéném ¢lanka se 1ze doCist
o praktickém zobecnéni monodromie na frakéni monodromii, nelokélni mo-
nodromii a bidromii.

Pojem monodromie jsme abstraktné definovali v predchozi kapitole. Nyni
se budeme zabyvat jeho uplatnénim v piipad€ skoro integrabilnich systému
klasické mechaniky. Nejprve v§ak uvazujme integrabilni systémy. Potom mo-
nodromii mizeme vystihnout nasledovné.

Monodromii v klasické mechanice lze charakterizovat

1) jako ptekazku zabratiujici globalnimu zavedeni proménnych
akce-uhly,

2) jako invariatni vlastnost systému, ktera fika jak se zméni soufadnice
akce-uhly, kdyZ je umime zavadét lokalné a chtéli bychom je rozsitit
podél uzaviené smycky, kterd se navraci zpét do piivodni oblasti,

3) pritomnosti trajektorii, které neleZi na toru, ale na ”pinched” toru.

Z kapitoly o KAM teorému vime, Ze malou pertubaci systému “preZzije”
vétsina tort. V ¢lanku [22] bylo demonstrovano, Ze malou pertubaci “prezije”
i monodromie. To je velice dilezité pro fyzikalni aplikace. Pokud mame tedy
pertubovany systém H = H, + eH;, stati monodromii zkoumat na integra-
bilni ¢asti Hy.
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5.1 Bifurkacni diagram £ M zobrazeni

Protoze monodromie “’pfezije” malou pertubaci integrabilniho systému, chape
se monodromie jako vlastnost skoro integrabilnich systémi. A proto staci
zkoumat pouze integrabilni ¢ast skoro integrabilniho systému. K tomu se
vyuziva konceptu EM zobrazeni (“energy-momentum map’*). V piipadé
systémi s n stupni volnosti mame invarianty pohybu Fi, ..., F, a £€M zob-
razeni je definovéano takto

EM = (F,...,F,): M* - R™.
Nyni zavedeme nékolik dulezitych pojma, které budeme Casto pouZivat.

Fy

A

Obrazek 10: Obor hodnot £M zobrazeni s jednim singularnim bodem

Bod m € M?" je reguldrni, jestlize VF; jsou v m linedrn& nezavislé.
V opacném piipadé fikdme, zZe m je singuldrni. Je-1i bod m singularni, pak
ziejmé plati rank d€ M (m) < n. Specidlné pokud rank dEM(m) = 0, je m
oznacovan jako pevny bod.

Pro dané ¢ € R™ se mnoZina £M™'(c) nazyva fiber nebo list. Je ziejmé,
7e fibr E M~ (c) je sjednocenim souvislych komponent, kde komponentou se
rozumi kazd4d maximalni souvisld podmnoZina. Konkrétni komponentu bu-
deme oznacovat N,. Casto se také rozumi fiberem pifmo komponenta mnoZiny
EM™(c). Proto budeme na diileZitych mistech pouZivat spiSe slovo kompo-
nenta, které nepovede k nedorozuméni.

Hodnota ¢ € R™ se nazyva reguldrni, jestlize viechny body m € EM™*(c)
jsou regularni. V tomoto piipadé je fibr EM~'(c) nazyvan reguldrnim, jinak
singuldrnim. Velmi dileZitou definici je

rank N, = min, ¢y, rank dEM(m).

A n — rank N, se nazyva kodimenze mnoziny ..

*toto zobrazeni nese ndzev podle situace, kdy £} = H, Fo = L
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Nyni mizeme pfistoupit k zavedeni bifurkacniho diagramu. Bifurkaénim
diagramem rozumime mnoZinu

Y ={ceR";3Im e EM(c), rank dEM(m) < n}.
Bifurkacni diagram odraZzi zménu v kvalitativnich vlastnostech trajektorii pro
rizné hodnot invarianti pohybu. Céste¢n& déva informaci o samotné fibrové
struktuie £ M zobrazeni, kterou chceme studovat.
Specidlné hranice oboru hodnot £M zobrazeni je tvofena singularnimi
body. Proto se ¢asto divdme na bifurkacni diagram jako na obor hodnot £ M
zobrazeni, kde jsou zvyraznény nereguldrni body.
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5.2 Topologie fibru
5.2.1 Regularni fibr

Regulérni pfipad lze charakterizovat dvéma zdkladnimi vlastnostmi.

a) Topologie regulériho fibru EM ™ (c)

e MnoZina EM*(c) je sjednocenim souvislych komponent, které maji
dimenzi n*. Komponentou se rozumi maximalni souvisla mnoZina.

e Podle Arnold-Jost teorému je kazda takovda komponenta topologicky
ekvivalentni T% x R"* pro n&jaké 0 < k < n. Specialné pokud je
komponenta omezend,! jde o torus 7.

ProtoZe podminka na omezenost je u mnoha fyzikalnich pripadt splnéna,
jsou &asto komponenty reguldrniho fibru £M ' (c) pravé tory 1.

Obrézek 11: Torus - regularni fibr EM ! (c)

Myslenka dikazu druhého bodu je relativné jednoducha. Ozna¢me kom-
ponentu EM ' (c) jako N, a predpoklddejme, Ze je omezend. Na této mnoZiné
muZzeme zavést n te¢nych vektorovych poli X = J - VF;, které (stejné jako
Hamilt. pole Xy = J- VH viz. (2.4)) urCuji tok ¢, na N, kde J je symplek-
tickd matice (kap. 2). Ackoliv ¢, nemusi byt obecné periodicky, dokdZeme
nalézt t € R™ tak, Ze sloZeni ¢' = ﬁgn .. .ogb}ll je periodicky tok tj. ' P = P
pro kazdé P € N.. To plyne z omezenosti a uzavienosti V.. Navic diky
nezévislosti poli X1, je takovych ¢ pravé n. A tedy N, = S' x ... x St =1T".
Srovnej s kruznicemi na obrazku 11. Ty odpovidaji tokiim danych akcemi /;.

Podrobnéjsi popis ditkazu 1ze nalézt v kapitole Matematické poznamky.

*v 2n dim. fizovém prostoru mdme n podminek Fj(g;,p;) = c¢;, pfiCemz VFj jsou
linearné nezavislé, nyni staci vyuzit vétu o implicitnich funkcich nebo geometricky vyznam
gradientu V F; jako normaly k ekviplose F(g;,p;) = ¢;

fformalné je nutnd kompaktnost, ale v R™ je to totéZ co omezenost a uzavienost, pfi¢emz
uzavienost komponenty £ M ~*(c) méme zaji§ténu ze spojitosti EM
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b) Topologie fibrii EM ™' v blizkosti reguldrniho bodu ¢

e V malém okoli reguldrniho bodu ¢ jsou opét regularni body a tudiz je
1ze klasifikovat podle a).

e Pokud oznacime malé okoli bodu c jako D", pak z Liouville-Arnoldova
teorému plyne, Ze pro kazdou omezenou a souvislou komponentu EM ™1 (D")
Ize provést kanonickou transformaci soufadnic pomoci proménnych akce-
thly (I;,0;) tak, Ze komponenta ma tvar D" x T".

Obréazek 12: V blizkosti toru jsou opét tory

Pfedné je zfejmé, Ze v blizkosti regularniho bodu ¢ jsou opét pouze re-
guldrni body. To plyne z toho, ze pro kazdé m € EM ™' (c) jsou V Fj nezévisld
a tedy existuje n proménnych, které bez Gjmy na obecnosti miZeme oznacit
jako qi, . .., q, a které spliiuji

oF; OF;
o0 Oan
C ... 1 | >o.
OFy, OF,
o Oan

Nyn{ staéi vyuZit spojitosti determinantu jako zobrazeni z (¢;, p;) do R a spo-
jitosti invariantii pohybu Fi, ..., F},.

Déle z kapitoly 3.2 vime, Ze pro integrabilni systémy umime alespon
lokélnég, v regularnich bodech, zavést akce-tihly. Zbytek plyne z bodu a).
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5.2.2 Singularni fibr

Obecné vysledky byly dosaZzeny predevsim pro piipad takzvanych nedegene-
rovanych® singularit. To vSak prili§ nevadi, protoZe experimentdlnim faktem
je skute¢nost, Ze mnozstvi singularit redlnych systému je nedegenerovanych.
Nedegenerované singularity umoZzinuji elegantné nahradit £ M zobrazeni jeho
aproximaci do druhého fadu. Této aproximaci se fika linedrni model, jde totiz
o linearizaci vektorovych poli Xr,. Nyni vSe piesnéji popiSeme.

Méjme libovolny singuldrni bod m tj. rank dEM(m) = k < n. MiZeme
piedpokladat, ze V Fy(m), ..., VFi(m) jsou linedrné nezavislé, jinak bychom
vhodné ptecislovali invarianty pohybu. A tedy

VFEp(m)=...=VEF,(m)=0.

Navic miZeme zménit invarianty pohybu o konstantu tak, aby EM(m) = 0.
Aproximujme invarianty Fjy1, ..., F), jejich kvadratickymi cleny z Taylo-
rova rozvoje. Williamson ukézal, ze v pfipadé nedegenerovanych singularit
existuji kanonické soufadnice (g;,p;) tak, Ze lze kvadratické Cleny naSich
invariantli pohybu vyjadfit jako linedarni kombinaci funkci fii1,..., fu .
(fes1y--oy fn) = Ao (Frya,. .., F,), kde A je reguldrni matice. Proto

gM:(F17"'7Fk7fk+17---,fn)IMzn—>Rn’

kde fii1,..., fn maji podle Williamsona tvar
Typ invariantu
frowi = @& + p? 1 <i<k,, (elipticky)
Jori = qipi ke +1 <14 < ke + kp, (hyperbolicky)
Je+i = QiDiv1 — Gi1Di @ =ke+ kp+2j— 1, )
_ (focus-focus par)
Je+it1 = Gibi + Gi+1Pin 1 <j<ky

Je vidét, Ze plati k. + kj, + 2ky = n — k. Eliptické a hyperbolické invari-
anty muZeme chdpat jako invarianty systému s 1 stupném volnosti, protoze
zavisi pouze na dvou parametrech ¢;, p;. Focus-focus pér je dvojice invariantd
naleZici systému se 2 stupni volnosti.

Trojice (ke, ki, ky) se nazyva Williamsoniiv typ nedegenerované singula-
rity m. Navic vSechny nedenegerova singularity ze stejné komponenty N,
které maji stejnou dimenzi rank d€ M(m), jsou téhoZ typu (k., ky, k¢). Pro
podrobnosti odkazuji na Clanek [18].

*definici uvedeme na dalSich stranach této kapitoly
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Okoli kazdé nedegenerované singularity typu (k., ky, ks) 1ze lokalné po-
psat pomoci k. eliptickych, kj;, hyperbolickych, k; focus-focus a k reguldnich
invariantt. Navic je ziejmé, Ze eliptické invarianty zastupuji eliptickou singu-
laritu, coz je stabilni pevny bod a hyperbolické invarianty zastupuji hyperbo-
lickou singularitu, coz je nestabilni pevny bod.

Focus-focus piipad rozebereme pozdé&ji. Uz ted ovSem piedeSleme, Ze
singuldrnim fibrem je takzvany “pinched” torus na obrazku 14 a singuldrnim
bodem m je bod jeho zuZeni. V blizkém okoli pinched toru jsou vzdy tory.

Obrazek 13: Okoli eliptické, hyperbolické a focus-focus singularity

Eliasson ukéazal, Ze opravdu v blizkosti nedegenerované singularity m je
pivodni systém schodny s nasi aproximaci. Pfesnéji feceno, okoli bodu m
pivodniho systému je homeomorfni (dokonce difeomorfni) s odpovidajicim
okolim aproximace.

Kazdé dva Williamsonovy invarianty* jsou tvofeny riznymi proménnymi.
Navic pro kazdou pevnou volbu téchto n — k£ proménnych v blizkosti m jsou
Fy, ..., Fj reguldrni invarianty & proménnych a tudiZ podle predchozi kapi-
toly vytvareji regularni fiber dimenze k.

Proto si miZeme piedstavit, ze blizké okoli bodu m je kartézky soucin
okoli bodu m z obrazka 12 a 13, pfi¢em?Z jejich zastoupeni jsou ddna &isly
ke, kp, ky, k. Je tieba upozornit, Ze u focus-focus singularity jde pouze o blizké
okoli bodu ziZeni a obdobné u reguldrni &4sti jde o néjaké okoli na toru T*.

Abychom mohli fici néco o tvaru singularniho fibru, neni obecné mozné
uvazovat pouze lokalni strukturu v blizkosti singularity. Jak vSak uvidime u
focus-focus fiberu, u izolovanych singularnich bodi bude lokélni informace
stacit. Je prekvapivé, Ze pro nelokdlni strukturu fibru plati obdobnd, ovSem
nelokdlni, tvrzeni o kartézkém souc¢inu. Momentaln€ nejobecnéjsich vysledka
v tomto sméru dosdhla dvojice Miranda a Zung viz. [16],[17] a [19].

*focus-focus par pocitdme jako jeden
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Co je tedy presné nedegenerovany singularni bod? Pojem nedegenerované
singularity se standardné zavadi pomoci pojmu nedegenerovaného pevného
bodu a redukce systému. Pevny bod m € M?" nazveme nedegenerovanym,
jestlize skoro vSechny linearni kombinace matic druhych parciédlnich derivaci

d*Fy(m),...,d*F,(m)

radu 2n x 2n davaji 2n rdznych vlastnich c&isel.

Predchozi definici Ize ekvivaletné nahliZet jako linearizaci vektorovych
poli X, s uvedenou podminkou na vlastni Cisla. Tu lze ve kvantové fyzice
interpretovat jako podminku na nedegenerované hladiny.

Mgjme nyni singuldrni bod m, pro ktery rank d€EM(m) = k > 0. Opét

piedpokladejme, ze VFi(m), ..., VFy(m) jsou linedrné nezavislé a uvazujme
systém s n — k invarianty pohybu Fj.q,..., F},, ke kterym navic pridame
podminky

Fl(Qi;pi) =C1y--, Fk(Qiapi) = Ck

pro n&jaké ¢ € R*. Tim ziskdme systém s n — k stupni volnosti a n — k
invarianty pohybu Fj., 1, ..., F,. Pokud je pro kazdé ¢ € R* v takto reduko-
vaném systému bod m nedegenerovanym pevnym bodem, pak fikdme, Ze m
je nedegenerovand singularita.

Nyni se pokusim stru¢né nastinit, proc je pravé pinched torus singuldrnim
fibrem modelu focus-focus invarianti. Podrobnosti 1ze nalézt v [21].

Obrazek 14: Vlevo ”pinched” torus, vpravo “double pinched” torus

Predné vime, Ze focus-focus par si miZeme piedstavit jako systém se
2 stupni volnosti tj. mdme 4—dimenziondlni fazovy prostor. PfiCemz tento
systém je modelem, ktery v blizkosti focus-focus singuldrniho bodu m aproxi-
muje néjaky systém £ M se dvéma stupni volnosti. V pivodnim systému EM
oznaéme NN, souvislou komponentu, kterd obsahuje nedegenerovanou singu-
laritu m. V dal$im budeme predpokladat, ze N, je omezena a tudiZ kompaktni
komponenta fibru £M ! (c). Také budeme pro jednoduchost predpokladat, 7e
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pavodni systém ma pouze jeden focus-focus singularni bod m. Jinak bychom
provedli obdobné uvahy a vysledkem by byl torus, ktery ma tolik bodt zizent,
kolik ma singularnich bodu. Nyni chceme zkoumat tvar komponenty /..

V aproximujicim modelu je nedegenerovanym singularnim bodem pocatek
soufadnic. Ozname F = (f1, fo) = (q1p2 — @2p1, 11 + ¢2p2) pro kvadra-
tické Cleny £ M zobrazeni. Z tvaru funkci 1ze snadno odvodit, Ze fibry F ! (c)
jsou reguldrni kromé piipadu F~1(0), kdy fibr obsahuje po¢atek souiadnic. To
také znamena, Ze singularni bod m je izolovany v pivodnim systému tj. v jeho
blizkém okoli jsou pouze regularni body. A tedy kaZzd4d omezend komponenta
obsahuje kone¢n¢ mnoho focus-focus singularnich bodd.

V blizkosti singularniho bodu m miiZzeme vektorova pole ptivodniho systému
odhadnout vektorovymi poli aproximaci fi, fo v po¢atku soufadnic, tj. linea-
rizovat vektorova pole ptivodniho systému

Xy =1-Vfi=(-q,q,—p2,p1),
Xf2 = J ’ va - (QIan) —P1, _p2)

Nyni 1ze snadno ovéfit, Ze prvni pole vytvari periodické orbity kolem pocatku
soufadnic a druhé pole divergentni orbity z pocatku soufadnic. Je dobré si
povSimnout, Ze pole X a Xy, jsou na sebe kolma. Diisledkem piedchozich
pozorovani ma komponenta N, v blizkosti bodu m tvar, ktery je zndzornén na
obrazeku 15.

Tre

Obrazek 15: Singularni fibr v blizkosti focus-focus singuldarniho bodu m

A tedy N, \ {m} se skladd maximdlné ze dvou souvislych Casti, které
odpovidaji stabilni a nestabilni variet¢ bodu m. Tyto variety jsou evidentné
dany divergentnim polem Xj,, protoZe tokem od pole X, se nelze dostat do
pocatku souradnic. Pokud ukdzeme, Ze stabilni a nestabilni varieta se shoduji,
bude zfejmé N, homeomorfni pinched toru.

Shodnost 1ze snadno nahlédnout nasledujici uvahou. Na nestabilni varieté
vezmeme uzaviené okoli U bodu m, které je invariantni vici periodickému
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toku pole Xy, . Zvolime si libovolny bod z této mnoZiny a diky toku daného
polem X opustime v kone¢ném ¢ase mnozinu U. Protoze v§ak N. \ U is
hranici je také kompaktni, musi se po kone¢ném Case tok pole X vratit po
stabilni varieté¢ opét do mnoziny U. A tedy stabilni a nestabilni variaty bodu
m jsou navzijem propojeny a tudiZ jsou stejné.

K ziskéani dalSich informaci doporucuji ¢lanky [18] a [19]. Podrobné;jsi
popis focus-focus singularity 1ze nalézt v [20].
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5.3 Klasicka monodromie

Klasickou monodromii jako nejjednodusi piekazku k zavedeni proménnych
akce-uhly formuloval Duistermaat. Tato piekazka je zptisobena pritomnosti
izolované mnoziny singularnich bodii v oboru hodnot £ M zobrazeni, pticemz
dimenze této mnoZiny se predpoklada nejvyse n — 2.

Pro dalsi popis vyuZijeme oznaCeni R, pro reguldrni body v oboru hod-
not £M zobrazeni. NeZ pfistoupime k popisu situace se singularnimi body,
budeme nejprve uvazovat piipad bez singularit.

M¢&jme smycku I, kterd leZi celd v R, a pro nazornost uvazujme piipad
n = 2 (leva ¢ast obrazku 16). Zvolme si reguldrni bod ¢y € I, ktery od-
povida néjakému toru TCQO. Z kapitoly o regularnim fibru nebo z kapitoly o
soufadnicich akce-thly vime, Ze lokdlné v okoli U toru TfO muZzeme zavést

—

4 T
N N
N4

Obrazek 16: Smycka I' vlevo bez singularity, vpravo obiha singularitu

A

N

proménné akce-ihly. Protoze ziejmé kazdy bod smycky I je regularni, miizeme
vyjit z bodu ¢ a postupné jak se pohybujeme podél smycky I', tak hladce
napojujeme lokalné zavadé soutfadnice akce-ihly. Pfi navratu do pivodniho
bodu ¢y je vSak tieba ovérit, Ze souradnice, s kterymi jsme prisli do ptivodniho
bodu, jsou stejné, jako kdyz jsme zacinali v ¢y. To 1ze nahlédnout napiiklad
tak, Ze spojité deformuje I' do blizkosti néjakého bodu uvniti smycky. Dany
bod je zfejmé reguldrni a tedy 1ze zavést na celé deformované smycce proménné
akce-uhly. Protoze deformace byla spojitd, plati tento zavér i pro puvodni
smycCku I' tj. zavedené pocatecni a koncové soufadnice jsou shodné.

Situace se ovSem zméni, pokud smycka obihd kolem né&jaké singularity
(pravd Cést obrazku 16). V takovém piipad¢€ sice I' lezi v R, ale nelze ji
deformovat do blizkosti bodu, kde se vyskytuji pouze regularni body. Proto
nelze zavést globalni soufadnice akce-thly na EM(I) a tedy ani na EM (Ryep)-
To ov§em znamend, Ze pocatecni a koncové soufadnice v ¢y, které jsme ziskali
prichodem smyckou I, se lisi. Jinymi slovy, mame dvé rizné baze “’kruznic”
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na stejném toru Tfo . Pfi¢emz od vyjadieni bodu na Tfo v ptivodnich soufadnicich
Ize ptejit k vyjadreni v koncovych soutfadnicich pomoci monodromni trans-
formace, coz je matice monodromie M. Plati, ze M € SL(n,Z) tj. M je ma-
tice fadu n X n, kterd obsahuje pouze celé Cisla a navic det M = 1. Je ziejmé,
Ze volba baze, ve které je vyjadiena matice M je libovolnd, proto mizZe mit
matice monodromie konjungovany tvar AM A~! kde A € SL(n,Z).
VyuZitim znalosti z kapitoly 4.2 dostavame, Ze klasickd monodromie

e nezavisi na volbé bodu cg,
e nezdvisi na volbé smycky, kterou lze spojité deformovat na I,

e nezavisi na malé zméné parametrti systému, které zachovaji integrabi-
litu a nezméni kvalitativni vlastnosti obrazu £ M zobrazeni.

Je znamo, Ze pro piipad n = 2 je klasickd monodromie zplisobena pfitomnosti
pinched toru ve fizovém prostoru. Konkrétné se podatilo nalézt monodromii
v tak elementéarnich systémech, jako je sférické kyvadlo nebo "Mexican hat”
systém, ktery ma hamiltonian H = (p? + p2) — (2° + ¢*) 4 (2% +¢*)*. Oba
11
0 1
monodromie v molekuldrnim systému H>O, ktery se nachézi ve slabém elek-
tromagnetickém poli.

systémy maji monodromii danou matici M = . Také byla nalezena

Ukazuje se, Ze velmi uZiteCnym zobecnénim monodromie je zobecnéni
na pfipad, kdy smycka I' prochdzi pfes mnoZinu singularit dimenze n — 1.
Zobecnéni monodromie pro rtizné systémy lze nalézt v [15].
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6 Monodromie v kvantové mechanice

Monodromie v kvantové mechanice se projevuje jako bodova porucha v mfizce
kvantovych stavli. CoZ nedovoluje zavést globdlni kvantova ¢isla. Obdobné
jako v klasické mechanice uvazujeme smycku I' a lokdlné zavadime proménné
akce-uhly, mizeme v kvantové mfiZce uvazovat lokalni zavedeni kvantovych
Cisel podél n¢jaké smycky I'. Pokud se pii prichodu smyckou vratime do
pavodniho kvantového stavu s odliSnym popisem kvantovych ¢isel, je v systému
pfitomna monodromie. To ilustruje obrazek 17, ktery byl prevzat z [23].
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Obrazek 17: Monodromie kvantového £ M zobrazeni
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7 Zavér

Pojem monodromie je zaloZen na konceptu £M zobrazeni, které kazdému
bodu fazového prostoru prifadi n—tici konkrétnich hodnot invaritanti pohybu
Fi, ..., F, tak, jak jsou zachovavany podél trajektorii. MiZeme si pfedstavit,
Ze fazovy prostor se rozpadad na Casti, kde se zachovévaji predchozi invari-
anty pohybu. Monodromie potom fikd, jakym zpisobem jsou tyto invariantni
mnoziny slepeny k sobé. Lokélné tato slepeni mohou vypadat trividlné jako
prouzek papiru, ale v globalnim méfitku nikoliv. Je rozdil zda prouZek papiru
slepim tak, Ze vznikne vdlec nebo tak, Ze vznikne Mobitv list.

Monodromie je topologicka vlastnost fazového prostoru, kterd existuje
bez ohledu na volbu konkrétnich soufadnic systému, tfeba i nekanonickych.
Presto nebo mozna prave proto ma monodromie diisledky na trovni soutadnic.
V klasické mechanice zpisobi, Ze neni mozné globalné zavést proménné akce-
thly. Tyto soufadnice 1ze vzdy zavést alespon lokalné v takzvanych integra-
bilnich systémech. Ackoliv je monodromie formélné zavedena pouze pro in-
tegrabilni systémy, bylo dokdzano, Ze se zachovava i pii pertubaci systému.
Proto je monodromie pojem, ktery patii do Skatulky skoro integrabilnich systémui.

V integrabilich systémech jsou invariantni mnoZiny tory 7. V singularnim
piipadé je situace o néco komplikovangjsi. Casto jsou ovsem singularity ne-
degenerované a zde si lze predstavit kazdou invariantni mnoZinu jako sloZeni
3 typl objektl: stabilniho pevného bodu, variety prislusejici nestabilnimu
pevnému bodu a pinched toru s danym poctem bodu ziZzeni. Monodromii 1ze
pak odhalit pfitomnosti pinched toru ve fazovém prostoru.

ProtoZe jsou v soucasné dobé dostupné predevSim matematické Clanky,
musel jsem nejprve nastudovat patfiény matematicky aparét. Ackoliv jde v
podstaté o reSersi, je nutné zminit, Ze vétSinu zde uvedenych tvrzeni a mySlenek
jsem musel prevést z feCi abstraktni matematiky o nékolik poschodi niZe.
Snad do trochu srozumiteln€j$i matematiky. Také se mi nepodafilo nalézt
nékolik mélo zdroji, které by pokryly téma této prace. Proto jsem musel

Cerpat z velkého mnoZstvi ¢lankd, coZ je mozné vidét z citované literatury.
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Matematické poznamky

Kapitola 5.2.1 - Regularni fibr

Bod a) je dusledkem teorému, jehoz autory jsou Arnold a Jost. Tento
teorém fikd, Ze pokud mdme varietu* dimenze n a na této variet¢ umime
zkonstruovat n spojitych tecnych vektorovych poli, které davaji v kazdém
bodé n nezdvislych vektord, pak kazd4 souvisla' ¢4st této variety je topolo-
gicky ekvivalentni mnoZing& T* x R™* pro n&jaké k. PficemZ k ma vyznam
poctu nezavislych smért, ve kterych je M periodickd. Pokud je navic dana
varieta kompaktni, pak je kazda jeji souvisld ¢ast topologicky ekvivalentni
ptimo toru 7™.

Formalni dikaz l1ze nalézt naptiklad v [5] (tvrzeni 3.7 resp. 3.16).

Tvrzeni (Arnold-Jost)

Necht M je souvisld varieta dimenze n a necht X7, ..., X,, je n te¢nych vek-
torovych poli, kter jsou nezavisla v kazdém bodé M a [X;, X;] = O na M
pro i # j. Potom existuje k& < n takové, ze M je difeomorfni* s 7% x R"*,

Nyni intuitivné nazna¢ime dtikaz tvrzeni. Pro libovolnou n—tici ¢t € R"
oznalme ¢' = ¢’y o...o0 ¢}, kde ¢x, je tok dany vektorovym polem X;.
Toky ¢x,,...,¢x, nejsou obecné periodické. Proto budeme hledat vektory
t € R™, pro které je slozeny tok ¢ periodicky tj. ' P = P pro kazdé P € M.
Takova mnozina vektorl je neprazdnd, diskrétni grupa v R" s operaci s¢itani.
Ziejmé mizeme zvolit bazi této mnoZziny ey, . . ., ¢, pro kterou po vhodném
preskélovéni plati "¢ P = P pro kazdé P € M. Takovou bédzi miizeme dale
doplnit vektory ug, . . ., u,_x na bazi celého prostoru R". A tedy pro libovolny
vektort € R" abod P € M médme

¢tP _ ¢9161-l-...+0kek+T1U1-‘r...+T”,kun,k P7

kde 0; € [0,27) ar; € R. Protoze M je navic souvisld a te¢nd vekotorova
pole X1, ..., X, jsou nezavisld v kazdém bodé fazového prostoru, existuje
pro kazdé P,(Q € M vektor t € R" takovy, Zze ¢'P = . Zvolime-li nyni
libovolny bod Py, € M, dostavime z ptedchoziho (a obrazku 2 na str. 14)
diffeomorfismus

oF, : Tk x Rk — M,
t=(01,. ., 0p,7r1,. . Tug) — PP

*1ze si predsavit, Ze jde o spojeni kone¢né mnoha hladkych ploch, ptikladem je torus

fmnoZina X je souvisl, jestlie neexistuji oteviené mnoziny U a V takové, Ze
XCUUVaUnv=>0H

Hje to homeomorfismus, ktery ma navic spojité parcilni derivace a to i pro inverzi
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Tim jsme (aZ na technické detaily) dokézali platnost tvrzeni.

Poznamenejme, Ze predpoklad [X;, X;] = 0 zajistuje komutativitu toka
¢x,, bez které by vySe uvedena diskrétni grupu nemusela byt grupou. Tato
grupa je ve zvolené bazi eq, ..., e, rovna 2rZ". Matematicky lze psat 7" =
R™/2mZ™ protoze R"/2mwZ™ piedstavuje ztotoznéni vSech vektori v R",
které se 1isi o 2r—nésobek néjakého vektoru z Z". Zpisob takového zapisu
bude obzvlasté vyhodny v singuldrnim ptipadé.

Predpoklady predchoziho tvrzeni splnime, pokud poloZime

M = F i (e)
a tecnd vektorovéa pole na M budou rovna
Xp=J-VF,....Xp, =J-VF.
Zbyva ovéfit splnéni podminky [X;, X,;| = 0. ProtoZze X, jsou te¢nd vek-

torova pole, zdvisi na n soufadnicich definovanych pouze na mnozZiné M.
Z vlastnosti Poissonovy zavorky a Lieovy zavorky pak plyne

[XF“XFJ-] = X{Fi,Fj} = 0.
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