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7 Závěr 41
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1 Úvod
Pojem monodromie byl v klasické mechanice zaveden před vı́ce než 20 lety,
kdy vznikly prvnı́ významné články na toto téma. Z dnešnı́ho pohledu byla
nejdůležitějšı́ práce Duistermaata, který představil monodromii jako překážku
znemožňujı́cı́ globálnı́ zavedenı́ proměnných akce-úhly. Ukazuje se, že častým
důvodem je přı́tomnost jistých singulárnı́ch trajektoriı́, které jsou spjaty s
nějakým nestabilnı́m bodem systému. V současné době existuje celá řada
článků, které zkoumajı́ monodromii, ale i jejı́ praktické zobecněnı́ pro kla-
sické i kvantové systémy. Většina těchto článků je matematická, což je možná
důvod, proč je monodromie stále v pozadı́ zájmu fyzikálnı́ veřejnosti. Na dru-
hou stranu bez odpovı́dajı́cı́ abstraktnı́ matematiky nenı́ možné popsat většinu
krásných vlastnostı́, které monodromie nabı́zı́.

Pojem monodromie je úzce svázán s pojmem integrabilnı́ho systému. To
je systém, který má tolik nezávislých invariantů pohybu, kolik má stupňů vol-
nosti. Lze ukázat, že je to maximálnı́ možný počet. Nenı́ však pravda, jak
by se podle názvu mohlo zdát, že jde o systémy, které lze analyticky vyřešit.
Při popisu monodromie se využı́vá konceptu založeného na invariantech po-
hybu, a proto byla dlouhou dobu monodromie zavedena pouze pro integrabilnı́
systémy. Nedávno se podařilo dokázat, že i v systémech, které vzniknou ma-
lou pertubacı́ integrabilnı́ho systému (vznikne obecně neintegrabilnı́ systém),
se vlastnosti monodromie zachovávajı́ z jejı́ integrabilnı́ části.

Struktura celé práce je taková, že jsou nejprve vysvětleny nejzákladnějı́
vlastnosti invariantů pohybu v Hamiltonově mechanice. Následně jsou tyto
výsledky využity k zavedenı́ integrabilnı́ch systémů, které svým způsobem
vystihujı́ proměnné akce-úhly. Dále je popsán abstraknı́ pojem monodromie a
následně studován pro přı́pad klasické mechaniky.

Závěrem je třeba zmı́nit, že obrázky zde prezentované byly převzaty z
článků uvedených v referencı́ch a přı́padně byly dodatečně upraveny.
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2 Invarianty pohybu

Pro účely zavedenı́ pojmu integrability hamiltonovských systémů je velmi
důležité porozumět způsobu práce s invarianty pohybu v klasické mecha-
nice. Invariantem pohybu rozumı́me fyzikálnı́ veličinu, která je konstantnı́ v
průběhu vývoje daného fyzikálnı́ho systému. Užitečným nástrojem pro zkoumánı́
zachovávajı́cı́ch se veličin jsou Poissonovy závorky. Jejich obrovský význam
spočı́vá v tom, že

• poskytujı́ spojenı́ mezi klasickou a kvantovou mechanikou,

• umožňujı́ hledat invarianty pohybu bez nutnosti znát řešenı́ Hamilto-
nových rovnic.

Pokud budeme uvažovat systém s n stupni volnosti, lze tento systém po-
psat Hamiltoniánem

H(qi, pi, t) ≡ H(q1, q2, . . . , qn, p1, p2, . . . , pn, t),

kde qi jsou zobecněné souřadnice polohy a pi jsou zobecněné souřadnice
hybnosti. Dynamika takového systému se pak řı́dı́ sadou Hamiltonových rov-
nic

q̇i =
∂H

∂pi

, ṗi = −∂H

∂qi

, i ∈ {1, . . . , n}. (2.1)

Poissonova závorka pro dvě funkce F (qi, pi, t) a G(qi, pi, t), které jsou
definovány na fázovém prostoru a závisı́ také explicitně na časte t, je dána
vztahem

{F, G} ≡
n∑

j=1

(
∂F

∂qj

∂G

∂pj

− ∂F

∂pj

∂G

∂qj

)
. (2.2)

Takto zavedená Poissonova závorka má řadu důležitých vlastnostı́, z nichž
některé jsou uvedeny v Dodateku A.

Pokud nás nynı́ bude zajı́mat změna funkce F = F (qi(t), pi(t), t) podél
trajektorie splňujı́cı́ Hamiltonovy rovnice (2.1), pak pro časovou derivaci F
platı́

dF

dt
= {F, H}+

∂F

∂t
. (2.3)

V přı́padě, že se omezı́me pouze na takové zachovávajı́cı́ se fyzikálnı́
veličiny, které nezávisı́ explicitně na čase, můžeme si je představit jako funkce
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fázového prostoru F (qi, pi). Protože však dF/dt = 0, dostáváme s využitı́m
vztahu (2.3) důležitý důsledek

F je invariant pohybu
m

{F, H} = 0 pro všechny body fázového prostoru.

Nynı́ aplikujeme předchozı́ výsledek na energii, hybnost a moment hybnosti.

Energie: Z antisymetrie Poissonovy závorky máme {H, H} = 0. Nenı́ však
obecně pravda, že energie je zachovávajı́cı́ se veličina (energie může
explicitně záviset na čase). Z (2.3) však plyne zajı́mavý vztah

dH

dt
=

∂H

∂t

Hamiltonián je tedy invariant pohybu právě když nezávisı́ explicitně na
čase tj. ∂H/∂t = 0.

Hybnost: V přı́padě, že Hamiltonián nezávisı́ explicitně na některé zobecněné
souřadnici qk, pak z Hamiltonových ronic dostáváme

{pk, H} = −∂H

∂qk

= 0

a tedy sdružená hybnost pk je invariant pohybu. Souřadnice qk se
nazývá cyklická.

Moment hybnosti: Lze ukázat, že v přı́padě sfériky symetrických potenciálů jsou momenty
hybnosti zachovávajı́cı́ se veličiny. Tj. pokud

V (x, y, z) = V (r),

kde r =
√

x2 + y2 + z2, pak

Lx = ypz − ypy, Ly = zpx − xpz, Lz = xpy − ypx,

jsou invarianty pohybu. Navı́c zcela obecně platı́

{Lx, Ly} = Lz, {Lz, Ly} = Lx, {Lx, Lz} = Ly.
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Nulovost Poissonovy závorky {F, G} = 0 pro funkce F, G definované
na fázovém prostoru má také pěkný geometrický význam. Úpravami vztahu
(2.2) dostáváme

0 = {F, G} =
n∑

j=1

(
∂F

∂qj

∂G

∂pj

− ∂F

∂pj

∂G

∂qj

)
=

(
∂F

∂q1

, . . . ,
∂F

∂qn

,
∂F

∂p1

, . . . ,
∂F

∂pn

)
·
(

∂G

∂p1

, . . . ,
∂G

∂pn

,−∂G

∂q1

, . . . ,− ∂G

∂qn

)
.

Poslednı́ výraz je ovšem skalárnı́ součin v našem 2n dimenzionálnı́m fázovém
prostoru, přičemž prvnı́ vektor je gradient∗ funkce F a druhý je kolmý na
gradient funkce G, jak lze snadno ověřit. To znamená, že v libovolném bodě
fázového prostoru je gradient funkce F kolmý na konkrétnı́ vektor z tečné
nadroviny k ekviploše† funkce G. Hlubšı́ souvislost uvidı́me, pokud přepı́šeme
předchozı́ výsledek následovně

{F, G} = ∇F · J · ∇G,

kde

J =

(
0 1
−1 0

)
je takzvaná symplektická matice typu 2n × 2n a 1 je jednotková matice
řádu n × n. Vektorové prostory, které jsou opatřeny součinem x · J · y se
nazývajı́ symplektické prostory a představujı́ ryze matematický model, pro ge-
ometrické zkoumánı́ Hamilnonovských systémů. Je vidět, že takovýto součin
představuje jakousi analogii skalárnı́ho součinu, ale skalárnı́m součinem nenı́,
protože daná operace je antisymetrická. Platı́ totiž

JT = J−1 = −J.

Přesto se prakticky stejně zavádějı́ pojmy jako je kolmost a platı́ také obdobná
tvrzenı́ (podrobně viz. [1]). Navı́c symplektická matice nese informaci o tvaru
Hamiltonových rovnic. Stačı́ si totiž povšimnout, že platı́

ż = J · ∇H(z), (2.4)

kde jsme pouze označili z = (q1, . . . , qn, p1, . . . , pn).

∗rovnou si představujte pouze směr největšı́ho nárůstu funkce
†ekviplochou funkce G rozumı́me množinu {P ∈ M2n;G(P ) = konst.}, kde M2n

představuje 2n dimenzionálnı́ fázový prostor
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Symplektická matice má dalšı́ pozoruhodnou vlastnost, kterou jsme již
měli možnost vidět. Totiž pro daný bod fázového prostoru ”udělá” z gradinetu
∇G vektor J · ∇G, který je v uvažovaném bodě tečný k ekviploše funkce
G. Uvažujeme-li napřı́klad J · ∇H, ve všech bodech fázového prostoru,
dostáváme vektorové pole rychlostı́ zkoumaného systému. Naše předchozı́
pozorovánı́ můžeme nynı́ shrnout do následujı́cı́ho trvzenı́.

Pokud {F, G} = 0, pak pro každý bod fázového prostoru platı́:

Hodnota funkce F se zachovává ve směru tečného vektoru J · ∇G,
který ležı́ v tečné nadrovině k ekviploše funkce G.

Protože 0 = {F, G} = −{G, F}, platı́ předchozı́ tvrzenı́ i obráceně, přesněji
řečeno při záměně F a G.

Doposud jsme si nepoložili otázku, jaký je maximálnı́ počet ”nezávislých”
invariantů pohybu definovaných na fázovém prostoru dimenze 2n, kde n je
počet stupňů volnosti systému. Existence l nezávislých zachovávajı́cı́ch se
veličin znamená, že trajektorie představujı́cı́ vývoj systému bude omezena na
podmnožinu fázového prostoru dimenze 2n− l. Pokud by však bylo l většı́
než počet stupňů volnosti n, pak by všechny trajektorie ve fázovém prostoru
byly omezeny na dimenzi menšı́ než n, což je spor s tı́m, že n je minimálnı́
počet parametrů nutných k určenı́ konfigurace systému. Nezávislost zde tedy
znamená lineárnı́ nezávislost gradientů ∇F1, . . . ,∇Fn.

Pro každý hamiltonovský systém s n stupni volnosti platı́:

Existuje nejvýše n nezávislých invariantů pohybu.

Z předchozı́ho tedy plyne, že pokud máme F1, . . . , Fn nezávislých in-
variantů pohybu, pak pro každý dalšı́ invariant pohybu G platı́, že ∇G je
lineárnı́ kombinacı́ gradientů ∇F1, . . . ,∇Fn. To však platı́ pro konkrétnı́ bod
fázového prostoru a tedy koeficienty lineárnı́ kombinace závisı́ obecně na po-
loze ve fázovém prostoru. Integracı́ lineárnı́ch kombinacı́ ∇F1, . . . ,∇Fn s
koeficienty závislými na proměnných fázového prostoru můžeme vygenero-
vat všechny invarianty pohybu.
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Mějme n nezávislých funkcı́ F1, . . . , Fn (ne nutně invariantů) a
funkci G splňujı́cı́ vztahy pro involuci

{Fi, Fj} = 0 a {G, Fi} = 0,

pak funkci G(qi, pi, t) můžeme vyjádřit jako funkci n proměnných

G(F1, . . . , Fn, t) ≡ G(F1(qi, pi), . . . , Fn(qi, pi), t).

Speciálně pokud F1, . . . , Fn jsou invarianty pohybu, pak lze vyjádřit Hamil-
tonián H(qi, pi, t) jako funkci

H(F1, . . . , Fn, t) ≡ H(F1(qi, pi), . . . , Fn(qi, pi), t).

Důkaz.
Důkaz lze provést čistě analyticky s využitı́m věty o implicitnı́ch funkcı́ch.
Zde bych raději naznačil geometricky orientovaný důkaz tohoto tvrzenı́.

Dokážeme, že na každé podmnožině fázového prostoru, kde se současně
zachovávajı́ funkce F1, . . . , Fn se nutně zachovává také funkce G. Tı́m bude
důkaz hotov. Uvažujeme-li tedy množinu V takových bodů fázového pro-
storu, pro které jsou funkce F1, . . . , Fn současně konstantnı́, pak z nezávislosti
gradientů ∇Fi je zřejmé, že tato množina má dimenzi n. A tedy v každém
bodě množiny V máme n nezávislých tečných směrů.

Nynı́ ukážeme, že pro zvolený bod fázového prostoru ležı́ tyto tečné směry
v tečné nadrovině ekviplochy funkce G. Jinými slovy ve všech směrech, v
kterých se současně zachovávajı́ funkce F1, . . . , Fn se zachovává také G.
Jak již vı́me, nulovost Poissonových závorek nám zaručuje, že v každém bodě
fázového prostoru je gradient ∇G kolmý na tečné vektory J · ∇Fi a to pro
každé i ∈ {1, . . . , n}. To znamená, že J·∇Fi ležı́ v tečné nadrovině, která je v
daném bodě fázového prostoru tečná k ekvipoše funkce G. Protože gradienty
∇Fi jsou podle předpokladu lineárně nezávislé, jsou lineárně nezávislé také
tečné vektory J·∇Fi. A tedy jde o n nezávislých vektorů. Nynı́ si stačı́ pouze
uvědomit, že každá z funkcı́ F1, . . . , Fn se zachovává ve směru vektorů J ·
∇Fi. Jak vı́me, to plyne přı́mo z {Fi, Fj} = 0.

2

Předchozı́ tvrzenı́ nynı́ využijeme k zavadenı́ přirozených kanonických
proměnných‡. Jak uvidı́me, Hamiltonovy rovnice budou v těchto souřadnicı́ch
velmi jednoduché. Předpokládejme tedy, že máme Hamiltonovský systém s n

‡přechodem k těmto souřadnicı́m zůstane zachován tvar Hamiltonových rovnic, pouze
”staré proměnné nahradı́ nové”
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stupni volnosti, který lze popsat Hamiltoniánem H(qi, pi). Dále necht’ exis-
tuje n nezávislých invariantů pohybu F1, . . . , Fn splňujı́cı́ vztahy pro involuci
{Fi, Fj} = 0 a navı́c {Fi, H} = 0. Pak podle předchozı́ho tvrzenı́ můžeme
psát H(F1, . . . , Fn, t) ≡ H(F1(qi, pi), . . . , Fn(qi, pi), t). Prvnı́ sadu Hamilto-
nových rovnic v souřadnicı́ch qi, pi můžeme tak přepsat následovně

q̇j =
∂H

∂pj

=
n∑

i=1

∂H

∂Fi

∂Fi

∂pj

.

Nezávislostı́ invariantů pohybu se rozumı́ nezávislost gradientů ∇F1, . . . ,∇Fn.
Jejich nezávislot zůstane zachováne výběrem vhodných n složek. Bez újmy
na obecnosti budeme předpokládat, že jde právě o proměnné p1, . . . , pn, jinak
bychom provedli přeznačenı́ tj.

det

(
∂(F1, . . . , Fn)

∂(p1, . . . , pn)

)
6= 0.

Sadu rovnic lze tak zapsat v kompaktnějšı́m tvaru

~̇q = P .∇F1,...,FnH,

kde P =
(

∂Fi

∂pj

)n

i,j=1
je regulárnı́ matice. Nynı́ definujme nové souřadnice

takto
~θ = P−1~q,
~F = ~F (qi, pi).

Nenı́ obtı́žné si rozmyslet§, že jsme nalezli transformaci souřadnic (θi, Fi) ↔
(qi, pi) a v nových souřadnicı́ch máme dynamické rovnice

θ̇j =
∂H

∂Fj

,

Ḟj =
n∑

i=1

∂Fj

∂qi

q̇i +
∂Fj

∂pi

ṗi = {F, H} = 0.

A tedy (θi, Fi) jsou kanonické proměnné. V kapitole 3.2 uvidı́me, že lze za do-
datečných (fyzikálně přijatelných) předpokladů zavést kanonické souřadnice
akce-úhly (θi, Ii), kde θi jsou 2π−periodické souřadnice, Ii odpovı́dajı́ akcı́m.
Dynamické rovnice majı́ potom tvar

θ̇j = ωj(I1, . . . , In) ≡ ∂H
∂Ij

,

İj = 0.

§stačı́ využı́t větu o implicitnı́ch funkcı́ na druhou rovnici a využı́t vztahu ~q = P~θ
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Vrat’me se ještě ke kanonickým souřadnicı́m (θi, Fi). Triviálnı́ integracı́ máme

θj = ∂H(F1,...,Fn)
∂Fj

t + αj,

Fj = βj,

kde αj, βj jsou integračnı́ konstanty. Předchozı́ výpočty nynı́ shrneme.

Pokud existuje n nezávislých invariantů pohybu F1, . . . , Fn

splňujı́cı́ vztahy pro involuci

{Fi, Fj} = 0 a {H, Fi} = 0,

pak existuje kanonická transformace (qi, pi) ↔ (θi, Fi) taková, že v
nových proměnných platı́

θ̇i = ∂H
∂Fi

,

Ḟi = 0.

Pokud Hamiltonián nezávisı́ explicitně na čase, pak dynamika
systému je lineárnı́ v t.
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3 Integrabilnı́ systémy a jejich přiblı́ženı́

3.1 Integrabilnı́ systémy

Hamiltonovský systém s n stupni volnosti se nazývá integrabilnı́ pokud

1) existuje n invariantů pohybu F1, . . . , Fn,

2) {Fi, Fj} = {Fi, H} = 0,

3) ∇F1, . . . ,∇Fn jsou nezávislé skoro všude.

Integrabilnı́ systémy majı́ dvě marginálnı́ vlastnosti:

a) Z kapitoly 2 o invariantech pohybu vı́me, že pro každý integrabilnı́ systém
můžeme alespoň lokálně∗ (v bodech, kde jsou gradienty nezávislé) zavést ka-
nonické proměnné (θi, Fi), ve kterých je dynamika řı́zena rovnicemi

θ̇i = ∂H(F1,...,Fn)
∂Fi

,

Ḟi = 0.
(3.1)

Odtud název integrabilnı́ systémy.

b) Na každé souvislé komponentě† množiny ∩n
i=1F

−1
i (ci), která je omezená,

lze zavést 2π periodické souřadnice θi (viz. 5.2.1 bod a)). Trajektorie inte-
grabilnı́ch systémů jsou pak kvalitativně orbity na toru T n s pevnými frek-
vencemi ωi. Fázový prostor je tak složen z množstvı́ torů, kde každý torus je
invariantnı́ vůči toku Hamiltonova pole (obrázek 1).

Obrázek 1: Fázový prostor integrabilnı́ho systému - množina torů

Tyto 2π periodické souřadnice θi tedy doplňujı́ invarianty pohybu Fi, ale
transformace (qi, pi) ↔ (θi, Fi) nenı́ obecně již kanonická. K tomu je nutné

∗dı́ky invariantnosti Fi však vždy obsáhneme celé trajektorie
†maximálnı́ souvislá podmnožina
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zvolit jiné invarianty pohybu, takzvané akce Ii. Výsledkem jsou pak kano-
nické souřadnice akce-úhly (θi, Ii). Proměnné (θi, Fi) však potřebujeme k
důkazu, že správnou strukturou, na které existujı́ trajektorie je právě torus.
K tomu nenı́ třeba kanoničnost transformace, ale pouze jejı́ spojitost. Stačı́ si
uvědomit, že v různých souřadnicı́ch bude torus vypadat různě.

Pro přı́pad n = 2 lze myšlenkově provést změnu souřadnic∗ (pouze v
úhlech θi), jak je naznačeno na obrázku 2. Vycházı́me z toho, že trajektorie
v souřadnicı́ch (θi, Fi) ležı́ na čtverci bez dvou hran (F1 a F2 konstantnı́).
Geometrická představa je taková, že v prvnı́m kroku spojı́me jednu dvojici
protilehlých stran čtverce a v druhém kroku oba konce válce.† Protože u in-

Obrázek 2: Torus jako reprezentant trajektoriı́ integrabilnı́ch systémů

tegrabilnı́ch systémů vždy exituje transformace (qi, pi) ↔ (θi, Fi), mluvı́me
o toru. Jako reprezentant totiž lépe vystihuje charakter trajektoriı́. Torus nelze
žádnou transformacı́ souřadnic převést napřı́klad na sféru.

Je třeba dodat, že torus ve většině přı́padů reprezentuje přı́mo samot-
nou trajektorii. Pokud jsou totiž frekvence ω1, ω2 z b) nesoudělné, vyplňuje
trajektorie celý čtverec a tudı́ž i torus. V tomto přı́padě nejsou trajektorie
uzavřené.

Obrázek 3: Trajektorie na toru jako lineárnı́ orbity

∗formálně homeomorfismus tj. bijekci, která je spojitá včetně jejı́ inverze
†rozmyslete si, jaké části hran by musely být součástı́ čtverce, abychom dostali sféru!
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Význam podmı́nek z definice integrabilnı́ho systému:

1) + 3) Kombinace těchto dvou podmı́nek zajišt’uje existenci n nezávislých in-
variantů pohybu tj. maximálnı́ho možného počtu (viz. 2) . Na každý
stupeň volnosti tak máme zákon zachovánı́ nějaké fyzikálnı́ veličiny -
invariantu pohybu Fi.

2) Toto je klı́čová podmı́nka, která zajišt’uje existenci 2π periodických
souřadnic θi jako doplněk k invariantům pohybu Fi (viz. 5.2.1).

3) Pokud gradienty ∇F1, . . . ,∇Fn jsou nezávislé v celém fázovém pro-
storu, pak souřadnice (θi, Fi) lze zavést globálně. Body, ve kterých tato
podmı́nka nenı́ splněna nazýváme singulárnı́. Tyto body jsou zajı́mavé
tı́m, že poukazujı́ na změnu určitých fyzikálnı́ch vlastnostı́ při průchodu
fázovým prostorem. Napřı́klad u matematického kyvadla jde o změnu

povahy pohybu, který odpovı́dá bud’ toru T 1 nebo přı́mce R1. Naopak
v přı́padě systému s kvartickým potenciálem V (x) = −1

2
x2 + 1

4
x4,

jde o strukturálnı́ změnu rozloženı́ trajektoriı́. Tı́m však zdaleka ne-
končı́ výčet možnostı́, jejichž přı́tomnost je naznačována existencı́ sin-
gulárnı́ch bodů. Jednou z dalšı́ch takových možnostı́ je monodromie,
hlavnı́ téma této práce.

1) + 2) + 3) Alespoň lokálně lze zavést souřadnice (θi, Fi), ve kterých je dynamika
systému lineárnı́ v čase t.

Každá maximálnı́ souvislá a omezená část fázového prostoru, kde se
zachovávajı́ invarianty pohybu, je torus T n.

V žádných souřadnicı́ch nemůže jı́t třeba o sféru∗.

∗torus nenı́ homeomorfnı́ se sférou
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Nenı́ obtı́žné z definice nahlédnout, že každý systém s n = 1 je inte-
grabilnı́. Ve vyššı́ dimenzi je integrabilnı́ třeba systém dvou těles, které se
přitahujı́ gravitačnı́ silou. Nebo jakýkoliv systém, který si lze lokálně představit
jako kmitánı́ n nezávislých oscilátorů.

Jak lze však očekávat, mezi hamiltonovskými systémy je integrabilnı́ch
systémů spı́še málo. Tuto intuitivnı́ představu podporujı́ následujı́cı́ dvě ma-
tematická tvrzenı́:

- Pokud uvažujeme prostor analytických Hamiltonových funkcı́ H, pak
podle [3] jsou neintegrabilnı́ hamiltoniány husté∗ v H,

- Podle [4] jsou integrabilnı́ systémy v prostoru hladkých funkcı́ Cr pouze
spočetným sjednocenı́m řı́dkých† množin a nejsou tak husté v Cr.

Zjednodušeně řečeno, většina systémů je neintegrabilnı́ch. Integrabilnı́ch
systémů je proto v jistém smyslu velmi málo. Přesto hrajı́ zásadnı́ roli, protože
jejich znalost nám umožňuje zı́skat informaci o neintegrabilnı́ch systémech,
které jsou určitou poruchou systémů integrabilnı́ch. Takovýmto neintegra-
bilnı́m systémům se řı́ká skoro integrabilnı́∗. Ukazuje se, že v přı́padě skoro
integrabilnı́ch systémů je většina torů stabilnı́ch tj. malá pertubace hamil-
toniánu nám umožnı́ klasifikovat většinu trajektoriı́ pertubovaného systému
opět jako tory T n. To nenı́ vůbec samožřejmé. Ba naopak je to spı́še překvapivé.
Toto tvrzenı́ je obsahem slavné věty KAM.

Jiným způsobem (negeometricky) vyložené základnı́ vlastnosti integra-
bilnı́ch systémů lze nalézt v textu [5].

∗Množina Q je hustá v prostoru X , pokud každému bodu z X se lze libovolně blı́zko
přı́blı́žit body z Q nebo-li každý bod z X má nulovou vzdálenost od množiny Q.

†Řı́dkou množinou rozumı́me množinu, jejı́ž body se nelze přiblı́žit libovolně blı́zko všem
bodům nějaké neprázdné otevřené podmnožiny celého prostoru (a tedy je ”řı́dká”).

∗v anglicky psané literatuře se použı́vá označenı́ nearly integrable nebo quasi-integrable
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3.2 Souřadnice akce-úhly
V této kapitole ukážeme, že v integrabilnı́ch systémech lze zavést kanonické
proměnné (θi, Ii), kde θi jsou 2π periodické souřadnice a Ii invarianty po-
hybu. Z konstrukce bude navı́c zřejmé, že lze tyto souřadnice zavést alespoň
lokálně v bodech, kde jsou gradienty ∇Fi lineárně nezávislé.

Z předchozı́ kapitoly vı́me, že každá omezená komponenta části fázového
prostoru ∩n

i=1F
−1
i (ci), kde se zachovávajı́ invarianty pohybu, je ve vhodných

souřadnicı́ch torus T n. Torus je přirozeně periodický objekt, který můžeme
chápat jako součin n kružnic T n = S1 × . . . × S1. A tedy na toru existuje n
uzavřených smyček S1 (viz obrázek 4), které nelze na sebe spojitě deformo-
vat. Tyto smyčky rozkládajı́ jakýkoliv pohyb po toru na n−tici úhlů.

Obrázek 4: Rozklad pohybu na toru do uzavřených smyček

V původnı́ch souřadnicı́ch (qi, pi) vypadá torus jinak, typicky je defor-
mován. Lze ho zı́skat řešenı́m rovnic

F1(qi, pi) = c1, . . . , Fn(qi, pi) = cn.

V tomto řešenı́ nynı́ potřebujeme nalézt jakoukoli∗ n−tici uzavřených smyček
C1, . . . , Cn, které nelze na sebe spojitě deformovat. Každou smyčku Ci lze
spočı́tat přidánı́m vhodných podmı́nek k předchozı́ sadě rovnic, kde se vy-
skytujı́ jen některé proměnné. Pokud má následujı́cı́ soustava řešenı́, je nej-
jednodušı́ volba dodatečných podmı́nek taková, že pro Ck řešı́me

F1(qk, p1, . . . , pn) = c1, . . . , Fn(qk, p1, . . . , pn) = cn.

Evidentně žádnou ze smyček nelze vynechat, jinak bychom přišli o část infor-
mace o původnı́m pohybu. Existence takových smyček Ck je zásadnı́ předpoklad∗

pro zavedenı́ proměnných akce-úhly!
∗dále totiž uvidı́me, že vždy dostaneme stejné akce
∗pokud bychom měli napřı́klad pouze částečný rozklad původnı́ho pohybu C1, . . . , Cn−1,

nikdy bychom z této informace nesestrojili n nezávislých proměnných a tedy ani bijekci
(qi, pi) ↔ (θi, Ii)
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Pokud v souřadnicı́ch (qi, pi) nalezneme uzavřené smyčky Ck, můžeme
zavést následujı́cı́ souřadnice nazývané akce-úhly. Nejprve definujeme akce
takto

Ik =
1

2π

∮
Ck

n∑
m=1

pmdqm,

kde pm = pm(qi, Fi) je inverzı́ vztahů F1(qi, pi) = c1, . . . , Fn(qi, pi) = cn.
Předchozı́ integrál je invariant vzhledem ke kanonickým transformacı́m. To
znamená, že v libovolných kanonických souřadnicı́ch jsou akce Ii stejné. In-
variantnost je důsledek Liouvillova teorému ve tvaru

n∑
m=1

∫
dQmdPm

(Liouville)
=

n∑
m=1

∫
dqmdpm

a následujı́cı́ho výpočtu křivkového integrálu∮
Ck

pmdqm =

∮
Ck

(pm, 0)(dqm, dpm)
(Green)

=

∫∫
S
(
∂pm

∂pm

− ∂0

∂qm

)dqmdpm.

Navı́c ze Stokesova teorému plyne, že libovolná spojitá deformace smyček Ck

na toru nezměnı́ hodnotu akcı́ Ii.
Sdružené proměnné tj. úhly dopočı́táme z výrazu

θk =
∂

∂Ik

S(q1, . . . , qn, I1, . . . , In),

kde S je generujı́cı́ funkce∗ splňujı́cı́ pk = ∂
∂qk

S(q1, . . . , qn, I1, . . . , In). Ge-
nerujı́cı́ funkci lze zı́skat řešenı́m rovnice pro hamiltonián v starých a nových
souřadnicı́ch, přičemž chceme nalézt takovou změnu souřadnic, tedy gene-
rujı́cı́ funkci S, aby akce Ii byly invarianty pohybu tj. hamiltonián v nových
proměnných závisel pouze na akcı́ch Ii

H(q1, . . . , qn,
∂S

∂q1

, . . . ,
∂S

∂qn

) = H(I1, . . . , In), (3.2)

kde I1, . . . , In volı́me při řešenı́ (3.2) pevně.

∗Podle principu generujı́cı́ch funkcı́, podmı́nky

θk = ∂
∂Ik

S(q1, . . . , qn, I1, . . . , In),
pk = ∂

∂qk
S(q1, . . . , qn, I1, . . . , In),

zajišt’ujı́ kanoničnost transformace (qi, pi) ↔ (θi, Ii). To lze snadno ověřit derivovánı́m ha-
miltoniánu ve starých souřadnicı́ch podle proměnných v nových souřadnicı́ch a využitı́m
platnosti Hamiltonových rovnic pro hamiltonián ve starých souřadnicı́ch.
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Pokud nalezneme S, můžeme k definovaným akcı́m Ii dopočı́tat úhly θi,
máme zajištěnu kanoničnost transformace (qi, pi) ↔ (θi, Ii) a hamiltonián v
nových souřadnicı́ch závisı́ pouze na akcı́ch Ii. Proto v nových souřadnicı́ch
dostáváme

θ̇i = ∂H(I1,...,In)
∂Ii

= ωi(I1, . . . , In),

İi = −∂H(I1,...,In)
∂θi

= 0,

H = H(I1, . . . , In) = ω1I1 + . . . + ωnIn.

(3.3)

Zatı́m pouze vı́me, že akce Ii jsou invarianty pohybu. Nynı́ se přesvědčı́me
o 2π periodičnosti proměnných θi. Zvolme libovolnou trajektorii, která je
řešenı́m rovnic (3.3) a označme uzavřené smyčky rozkládajı́cı́ jejı́ pohyb jako
C1, . . . , Cn. Potom∮

Ck

dθl =

∮
Ck

d
∂

∂Il

S(q1, . . . , qn, I1, . . . , In) =

=

∮
Ck

n∑
m=1

∂2S

∂qm∂Il

dqm =
∂

∂Il

∮
Ck

n∑
m=1

pmdqm =

= 2π
∂

∂Il

Ik = 2πδkl

Z vlastnostı́ generujı́ch funkcı́ je také patrná forma řešenı́ rovnice (3.2)
pro pevné akce Ii

dS =
n∑

m=1

∂S

∂qi

dqi =
n∑

m=1

pidqi.

Ukázali jsem, že pokud je systém integrabilnı́, můžeme alespoň lokálně
zavést proměnné akce-úhly, kde akce Ii jsou invarianty pohybu a θi jsou 2π
periodické souřadnice. Podrobnějšı́ popis kanonických transformacı́ lze nalézt
ve výborné knize [2] o chaosu a integrabilnı́ch systémech. Konkrétně v kapi-
tolách 2.3, 2.4 a 2.5.

Je zřejmé, že největšı́ potı́ž pro zavedenı́ proměnných akce a úhly je nale-
zenı́ uzavřených smyček Ck. Výjimku představujı́ systémy s jednı́m stupněm
volnosti tj. n = 1. Pokud totiž hamiltonián H nezávisı́ explicitně na čase t,
je invariantem pohybu. Protože však fázový prostor je dvou dimenzionálnı́,
můžeme akci I hledat přı́mo pro pevnou energii E

I =
1

2π

∮
H(q,p)=E

pdq.

To souvisı́ s tı́m, že systémy s jednı́m stupněm volnosti a se zachovávajı́cı́ se
energiı́ jsou vždy integrabilnı́m systémem.
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3.3 KAM teorém
Hamiltonovský systém s hamiltoniánem H se nazývá skoro integrabilnı́, po-
kud je pertubacı́ nějakého integrabilnı́ho hamiltoniánu H0 tj.

H(θi, Fi) = H0(Fi) + εH1(θi, Fi), (3.4)

kde ε je malý pertubačnı́ parametr a (θi, Fi) jsou proměnné, které existujı́
dı́ky integrabilitě H0. Protože pertubaci řádu ε můžeme chápat tak, že v sobě
zahrnuje i vyššı́ řády pertubace, lze napřı́klad psát

H(θi, Fi) = H0(Fi) + εH1(θi, Fi) + ε2H2(θi, Fi) + O(ε2).

Hamiltonovy rovnice takového skoro integrabilnı́ho systému majı́ tvar

θ̇j = ωj(Fi) + ε∂H1(θi,Fi)
∂Fj

+ ε2 ∂H2(θi,Fi)
∂Fj

+ O(ε2),

Ḟj = − ε∂H1(θi,Fi)
∂θj

− ε2 ∂H2(θi,Fi)
∂θj

+ O(ε2).
(3.5)

Základnı́ myšlenkou je nalézt řešenı́ pro H tak, že k přesnému řešenı́ pro
H0 přičteme korekci řádu ε započı́távajı́cı́ pertubaci H1 a korekci řádu ε2

zpočátávajı́cı́ H2. Řešenı́ pertubovaného systému s hamitloniánem H se tedy
hledá ve tvaru mocninné řady, kde jsou mocniny v ε. Formálně takovou řadu
dosadı́me jako řešenı́ do Hamiltonových rovnic (3.5) skoro integrabilnı́ho
systému a členy stejného řádu O(εn) dáme k sobě. Dostáváme tak rovnice
tvaru

v0(t) + εv1(t) + ε2v2(t) + . . . = 0.

Aby taková rovnice platila, musı́ být výrazy vi(t) rovny nule. Z těchto podmı́nek
lze alespoň teoreticky (čti numericky) dopočı́tat pertubované řešenı́.

Zı́skaná mocninná řada reprezentujı́cı́ řešenı́ systému s hamiltoniánem H
nemusı́ obecně konvergovat pro některé počátečnı́ podmı́nky. To znamená, že
ačkoliv H je pertubacı́ H0, nenı́ pravda, že řešenı́ systému s hamiltoniánem H
je pouze poruchou řešenı́ systému s hamiltoniánem H0. Jde o fundamentálně
odlišnou trajektorii, která může již vykazovat chaotické chovánı́. V přı́padě,
že pro danou počátečnı́ podmı́nku je řešenı́ systému s hamiltoniánem H pouze
poruchou řešenı́ systému s hamiltoniánem H0 tj. pro danou počátečnı́ podmı́nku
naše mocninná řada konverguje, mluvı́me o stabilnı́ trajektorii.

Napřı́klad Země obı́hajı́cı́ kolem Slunce je problém dvou těles, který lze
explicitně vyřešit. Jedná se o integrabilnı́ systém. Ve skutečnosti je však třeba
uvažovat pertubace způsobené gravitačnı́m působenı́m okolnı́ch planet. Po-
kud je Země na takové stabilnı́ trajektorii, bude navždy obı́hat kolem Slunce.

Nabı́zı́ se přirozená otázka, které trajektorie jsou stabilnı́? Jak je poznáme
a jak se situace měnı́ se zvětšujı́cı́m se pertubačnı́m parametrem ε?
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Odpověd na předchozı́ otázky dává následujı́cı́ slavné tvrzenı́ ([6], [7]).

KAM (Kolmogorov-Arnold-Moser)

Za předpokladu splněnı́ podmı́nky nedegenerovanosti

det

(
∂2H0

∂Fi∂Fj

)
= det

(
∂ωi

∂Fj

)
6= 0

a malého pertubačnı́ho paramteru ε platı́:

• většina trajektoriı́ původnı́ho systému H0 s frekvencemi ωi zůstane
zachována, pouze budou deformovány a to tak, že tyto trajektorie
jsou kvalitativně stále trajektorie na toru T n,

• konkrétně trajektorie původnı́ho systému H0 s frekvencemi ωi

bude zachována, pokud splňuje podmı́nku

|~ω.~k| > γ|k|−τ , pro každé 0 6= ~k ∈ Zn,

kde γ > 0, τ > n− 1 a n je počet stupňů volnosti,

• pokud ε → 0, pak mı́ra doplňku k množině stabilnı́ch trajektoriı́ z
prvnı́ho bodu jde k nule a to alespoň tak rychle jako

√
ε.

Nepřekvapujı́cı́ výsledek:

Předchozı́ tvzenı́ nenı́ překvapujı́cı́ tı́m, že pokud existuje ve fázovém
prostoru (θi, Fi) původnı́ho systému H0 trajektorie s frekvencemi ωi,
pak pro malou pertubaci ε je skoro jisté, že v blı́zkosti této trajektorie
bude trajektorie pertubovaného systému se stejnou sadou frekvencı́ ωi.
To zajišt’uje podmı́nka nedegenerovanosti.

Překvapujı́cı́ výsledek:

Je překvapivé, že většina trajektoriı́ pertubovaného systému budou opět
kvalitativně trajektorie na toru T n, ačkoliv pertubovaný hamiltonián
vůbec nesplňuje klı́čovou prodmı́nku 2) z definice integrabilnı́ho systému.
Ta totiž, jak vı́me, zaručuje, že trajektorie ležı́ na toru.

Tento výsledek lze nahlédnout následujı́cı́ úvahou. Pokusı́me se nalézt
nové kanonické souřadnice (θ̃i, F̃i), ve kterých bude platit H = H(F̃1, . . . , F̃n).
V takovém přı́padě bude náš pertubovaný systém integrabilnı́ a tudı́ž jeho tra-
jektorie ležı́ na toru. Hlednánı́ takové kanonické změny souřadnic převedeme
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na hledánı́ následujı́cı́ generujı́cı́ funkce S, která zohledňuje poruchy ε různých
řádů započtenı́m členu S1 obdobně jako v (3.4)

S(θi, F̃i) = θ · F̃ + εS1(θi, F̃i),

kde
θ̃i =

∂

∂F̃i

S(θ1, . . . , θn, F̃1, . . . , F̃n),

Fi =
∂

∂θi

S(θ1, . . . , θn, F̃1, . . . , F̃n).

Pokud zvolı́me ε = 0, měla by být změna souřadnic identitou. To opravdu je,
protože pak platı́ S(θi, F̃i) = θ · F̃ .

Úhly θi jsou 2π periodické souřadnice, můžeme proto pro poruchové členy
H1 a S1 provést rozvoj do Fourierovy řady v proměnných θi

H1(θi, Fi) =
∑
m

H1m(Fi)e
imθ, S1(θi, F̃i) =

∑
m

S1m(F̃i)e
imθ.

Využitı́m vztahu pro hamiltonián ve starých a nových souřadnicı́ch

H(θ1, . . . , θn,
∂S

∂θ1

, . . . ,
∂S

∂θn

) = H(F̃1, . . . , F̃n)

dostáváme

H0(F̃i + ε
∂S1

∂θi

) + εH1(θi, F̃i + ε
∂S1

∂θi

) = H(F̃1, . . . , F̃n).

Nynı́ provedeme Taylorův rozvoj v poruše ε (do prvnı́ho řádu)

H0(F̃i) + ε ω(F̃i)∇θS1(θi, F̃i) + εH1(θi, F̃i) + O(ε2)
=

H(F̃1, . . . , F̃n),

kde ovšem H0 je stále vyjádřena v souřadnicı́ch (θi, Fi) a došlo pouze k
čı́selnému dosazenı́ konkrétnı́ch hodnot Fi := F̃i. Proto

ω(F̃i) ≡ ∇F H0|Fi=F̃i

je opravdu vektor frekvencı́ nepertubovaného systému.
Porovnánı́m členů řádu ε∗ máme

ω(F̃i)∇θS1(θi, F̃i) = −H1(θi, F̃i) + O(ε2).

∗člen O(ε2) je také řádu ε
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a konečně použitı́m Fourierových rozvojů pro poruchové členy H1 a S1 zı́skáme

S(θi, F̃i) = θ · F̃ + iε
∑
m6=0

H1m(F̃i)

m · ω(F̃i)
eimθ + O(ε2), (3.6)

kde m = (m1, . . . ,mn) je vektor celých čı́sel. Odtud je zřejmé, že problém
integrability pertubovaného systému je převen na konvergenci předchozı́ řady.

Z řady (3.6) je snadno vidět, že

Resonančnı́ trajektorie nepertubovaného systému tj. takové, že platı́

m · ω(Fi) = m1ω1 + . . . + mnωn = 0

pro nějaký celočı́selný vektor m, ”nepřežijı́” žádnou pertubaci.
Každá, byt’ libovolně malá, pertubace zrušı́ resonujı́cı́ trajektorie.

Technické poznámky:

• Aby platilo tvzenı́ KAM, musı́ být hamiltonián H alespoň třı́dy C3

(viz. [7]). Pokud je pouze třı́dy C3−δ jsou známy protipřı́klady.

• Jak malá musı́ být porucha ε, aby platilo tvrzenı́ KAM? Je známo, že
velikost této poruchy závisı́ na počtu stupňů volnosti n jako n!−α pro
nějaké α > 0.

• Stabilnı́ trajektorie původnı́ho systému H0 s frekvencemi ωi se často
označujı́ jako invariatnı́ torus nebo dokonce invariantnı́ KAM torus. To
souvisı́ s tı́m, že jednak omezené trajektorie integrabilnı́ho systému ležı́
na toru a jednak podle podmı́nky předchozı́ho tvrzenı́ mohou ”přežı́t”
pouze trajektorie s nesoudělnými frekvencemi a tyto vyplňujı́ celý to-
rus.

• Podmı́nka nedegenerovanosti je tzv. Kolmogorova podmı́nka nedege-
nerovanosti. Postačujı́cı́ podmı́nky pro jejı́ splněnı́ v blı́zkosti singula-
rit lze nalézt v [14]. Zde se také tvrdı́, že pokud platı́ Kolmogorova
podmı́nka v blı́zkosti nějakého toru, pak platı́ v blı́zkosti každého toru,
který lze dosáhnout cestou složenou pouze z torů.

Výborný článek, který srozumitelně diskutuje KAM teorém a také přı́pad
”lower dimensional” toru, je článek [6].

Matematické pozadı́ pertubačnı́ teorie včetně mnoha přı́kladů a důkazů
lze nalézt v textu [8].
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4 Topologická struktura fázového prostoru
V této kapitole uvidı́me, že fázový prostor má přirozenou strukturu (topo-
logii), jenž je dána fyzikou, která se v něm odehrává. Hlavnı́m cı́lem je pak
poukázat na invarianty topologie fázového prostoru. Tyto invarianty totiž představujı́
úplnou strukturnı́ charakterizaci fyzikálnı́ch systémů. Existujı́ pouze tři druhy
invariantů: struktura nedegenerovaných singularit, globálnı́ monodromie a
singulárnı́ Chernovy třı́dy (viz. [13]).

Fyzikálnı́ systémy tedy majı́ invarianty strukturálnı́ povahy, které se za-
chovávajı́ při změně souřadnic. Našı́m cı́lem je studovat monodromii.

4.1 Základnı́ pojmy
Zobrazenı́ f : X → Y nazveme homeomorfismem, pokud f je spojitá bijekce
a zároveň f−1 : Y → X je spojité zobrazenı́.

Pokud existuje homeomorfismus mezi X a Y , pak řı́káme, že tyto prostory
jsou topologicky ekvivalentnı́. Pod topologickým prostorem X a Y si můžeme
představit jakoukoliv množinu, napřı́klad válec, torus.

Můžeme tedy zavést důležitou ekvivalenci, která ztotožňuje homeomorfnı́
množiny. Tı́m rozdělı́me myšlenkově všechny množiny do skupin a každou
skupinu můžeme reprezentovat jediným zástupcem.

Homeomorfismus si lze zjednodušeně představit jako kombinaci spojité
deformace, která zachovává dimenzi∗ (čtverec nelze homeomorfně deformo-
vat úsečku), se střı́hánı́m a zpětným lepenı́m rozstřı́hnutých částı́.

Použitı́m těchto pravidel je snadné ověřit, že hrnek s ”uchem” je homeo-
morfnı́ toru T 2. Stačı́ vytáhnout pouze vnitřnı́ část dna hrnı́čku a pak pouze
dodeformavat na torus. To je názorně ilustrováno na obrázku 5.

Obrázek 5: Hrnek je homeomorfnı́ s torem

∗nazývá se pokrývacı́ dimenze a odpovı́dá intuici, je definována jako nejmenšı́ n takové,
že každé pokrytı́ otevřenými množinami má zjeměnı́ (opět pokrytı́ ot. množinami), kde žádný
bod neležı́ v průniku vı́ce než n + 1 množin
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Střı́hánı́ a zpětné lepenı́ lze snadno ukázat na trojlı́stkovém uzlu (obrázek 6),
který je homeomorfnı́ s torem T 2. Stačı́ provést rozstřiženı́, rozmotánı́ a opětovné
slepenı́ rozstřižených konců.

Obrázek 6: Trojlı́stkový uzel

Občas nemusı́ být vhodné ztotožnit uzel, který lze rozplést bez střı́hánı́ s
uzlem, který nelze jinak rozmotat. K tomuto účelu sloužı́ pojem isotopie, která
je pouze spojitou deformacı́. Podrobnosti lze nalézt pod klı́čovým názvem
odpovı́dajı́cı́ teorie - knot theory.

Pokud by navı́c pro homeomorfismus f měla zobrazenı́ f a f−1 spojité
parciálnı́ derivace, pak se f nazývá difeomorfismus.

Dvě funkce (cesty) f, g z topologického prostoru X do Y jsou homoto-
picky ekvivalentnı́ resp. stejného homotopického typu, jestliže lze prvnı́ cestu
spojitě deformovat na druhou - existuje spojitá funkce H : X × [0, 1] → Y
taková, že H(x, 0) = f(x) a H(x, 1) = g(x).

Obrázek 7: Homotopicky ekvivalentnı́ cesty

Dalšı́m důležitým pojmem je fibrovaný prostor. Fibrovaným prostorem
se rozumı́ (E, π, B) nebo někdy zkráceně π : E → B, kde π je spojité
zobrazenı́ na bázový prostor B a množiny π−1(b) se nazývajı́ fibry nad b.
Můžeme si představit, že fibrovaný prostor je tvořen fibry π−1(b), které jsou
parametrizované bázovým prostorem B a slepeny topologiı́ prostoru E. Dva
fibrové prostory nazveme topologicky ekvivalentnı́, jestliže existuje homeo-
morfismus, který zobrazuje fibr jednoho prostoru na fibr druhého prostoru. V
klasické mechanice si můžeme představit E = M2n jako fázový prostor a
bázový prostor B ⊆ Rn jako obor hodnot zobrazenı́ (F1, . . . , Fn) tj. množina
hodnot n−tic invariantů pohybu.
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4.2 Monodromie
V této kapitole zavedeme monodromii pomocı́ abstraktnı́ch nástrojů, které
jsme definovali dřı́ve a uvidı́me několik zásadnı́ch vlastnostı́.

Uvažujme π : E → B lokálně triviálnı́ fibrovaný prostor∗ a γ : [0, 1] → B
cestu v B z počátečnı́ho bodu a = γ(0) do koncového bodu b = γ(1). Lokálnı́
triviálnost nám zaručı́, že pro každý bod cesty γ(t) existuje okolı́ U takové,
že π−1(U) vypadá† jako U × F, kde fiber F = π−1(γ(t)).

Obrázek 8: Lokálně triviálnı́ části cesty γ v B

Pokud označı́me průnik dvou sousednı́ch okolı́ na obrázku 8 jako V, po-
tom platı́, že π−1(V ) → V je topologicky ekvivalentnı́ V ×F1 → V a zároveň
V ×F2 → V tj. V ×F1 → V je topologicky ekvivalentnı́ V ×F2 → V. Podle
definice topologické ekvivalence pro fibrované prostory se musı́ homemo-
morfně zobrazovat fibry na fibry. A tedy pokud označı́me středy uvažovaných
okolı́ γ(t1) a γ(t2), existuje homeomorfismus mezi fibry F1 = π−1(γ(t1)) ↔
π−1(γ(t2)) = F2. Tı́mto způsobem můžeme pokračovat přes všechny průniky
až nakonec dostáváme, že existuje transformace Tγ

Tγ : π−1(a) ↔ π−1(b),

což je homeomorfismus mezi počátečnı́m fibrem π−1(a) a koncovým π−1(b).
Pokud nynı́ zaměnı́me γ za homotopicky ekvivalentnı́ cestu, zřejmě se za-
chová homotopický typ transformace Tγ. Volně řečeno, typ monodromie nezávisı́
na volbě cesty mezi body a a b. Speciálně pokud je γ uzavřená smyčka,
nezávisı́ typ ani na volbě počátečnı́ho (koncového) bodu. V tomto přı́padě
se Tγ nazývá monodromnı́ transformace a tedy

Tγ : π−1(a) ↔ π−1(a).

∗v přı́padě integrabilnı́ch systémů si můžeme představit E = M2n a bázový prostor
B ⊆ Rn jako obor hodnot invariantů pohybu (F1, . . . , Fn)

†v řeči pojmů předchozı́ kapitoly jde o homeomorfismus π−1(U) ↔ U × F, který zobra-
zuje fibr na fibr tj. jde o topologicky ekvivalentnı́ množiny se stejnou strukturou fibrů
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Idea: Tγ ”vezme” oba koncové fibry π−1(a) struktury γ([0, 1])× π−1(a)
a proplete je dohromady. Způsob propletenı́ je pak typ monodromie:

• Pokud zvolı́me dvě cesty γ1 a γ2, které lze na sebe spojitě deformovat,
zůstane typ monodromie stejný.

• Pokud zvolı́me dvě různé cesty, z nichž jedna obı́há kolem singularity
nebo ”dı́ry” a druhá nikoliv, pak nelze spojitě deformovat prvnı́ cestu na
druhou a tudı́ž způsob propletenı́ tj. typ monodromie je nutně jiný.

Napřı́klad pokud máme Möbiův proužek π : E → S1 (obrázek 9), pak
každý fibr π−1(a) je interval I a lokálně nelze rozlišit mezi válcem S1 × I
a Möbiovým proužkem. Pokud máme proužek [0, 1] × I, pak monodromnı́
transformace může zapůsobit triviálně tj. ztotožněnı́m koncových intervalů.
Výsledkem je válec S1× I . Nebo může zapůsobit ”otočenı́m” a výsledkem je
Möbiův proužek.

Obrázek 9: Möbiův proužek fibrovaný intervaly I

Protože v integrabilnı́ch systémech jsou fibry tory T n, působı́ monodromnı́
transformace na [0, 1]× T n, kde proplétá koncové tory T n. To si lze představit
pouze pro přı́pad n = 1 tj. T 1 = S1. Jak ukazuje obrázek 9, bud’ monodromie
zapůsobı́ triviálně a vznikne torus T 2 nebo zapůsobı́ ”otočenı́m” koncových
fibrů S1 a vznikne Kleinova lahev.
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5 Monodromie v klasické mechanice
Na úplném začátku je třeba řı́ci, že v této kapitole budou uvedeny pouze
nejzákladnějšı́ poznatky, bez kterých však nelze porozumět řadě současným
článkům. V tomto směru považuji fyzikálnı́ článek [15] za výbornou doplňujı́cı́
literaturu. Ten je předevšı́m velmi srozumitelný, což bohužel v době, kdy pı́ši
tuto práci, neplatı́ u většiny ostatnı́ch textů. Ve zmı́něném článků se lze dočı́st
o praktickém zobecněnı́ monodromie na frakčnı́ monodromii, nelokálnı́ mo-
nodromii a bidromii.

Pojem monodromie jsme abstraktně definovali v předchozı́ kapitole. Nynı́
se budeme zabývat jeho uplatněnı́m v přı́padě skoro integrabilnı́ch systémů
klasické mechaniky. Nejprve však uvažujme integrabilnı́ systémy. Potom mo-
nodromii můžeme vystihnout následovně.

Monodromii v klasické mechanice lze charakterizovat

1) jako překážku zabraňujı́cı́ globálnı́mu zavedenı́ proměnných
akce-úhly,

2) jako invariatnı́ vlastnost systému, která řı́ká jak se změnı́ souřadnice
akce-úhly, když je umı́me zavádět lokálně a chtěli bychom je rozšı́řit
podél uzavřené smyčky, která se navracı́ zpět do původnı́ oblasti,

3) přı́tomnostı́ trajektoriı́, které neležı́ na toru, ale na ”pinched” toru.

Z kapitoly o KAM teorému vı́me, že malou pertubaci systému ”přežije”
většina torů. V článku [22] bylo demonstrováno, že malou pertubaci ”přežije”
i monodromie. To je velice důležité pro fyzikálnı́ aplikace. Pokud máme tedy
pertubovaný systém H = H0 + εH1, stačı́ monodromii zkoumat na integra-
bilnı́ části H0.
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5.1 Bifurkačnı́ diagram EM zobrazenı́
Protože monodromie ”přežije” malou pertubaci integrabilnı́ho systému, chápe
se monodromie jako vlastnost skoro integrabilnı́ch systémů. A proto stačı́
zkoumat pouze integrabilnı́ část skoro integrabilnı́ho systému. K tomu se
využı́vá konceptu EM zobrazenı́ (”energy-momentum map”∗). V přı́padě
systémů s n stupni volnosti máme invarianty pohybu F1, . . . , Fn a EM zob-
razenı́ je definováno takto

EM = (F1, . . . , Fn) : M2n → Rn.

Nynı́ zavedeme několik důležitých pojmů, které budeme často použı́vat.

Obrázek 10: Obor hodnot EM zobrazenı́ s jednı́m singulárnı́m bodem

Bod m ∈ M2n je regulárnı́, jestliže ∇Fi jsou v m lineárně nezávislé.
V opačném přı́padě řı́káme, že m je singulárnı́. Je-li bod m singulárnı́, pak
zřejmě platı́ rank dEM(m) < n. Speciálně pokud rank dEM(m) = 0, je m
označován jako pevný bod.

Pro dané c ∈ Rn se množina EM−1(c) nazývá fiber nebo list. Je zřejmé,
že fibr EM−1(c) je sjednocenı́m souvislých komponent, kde komponentou se
rozumı́ každá maximálnı́ souvislá podmnožina. Konkrétnı́ komponentu bu-
deme označovat Nc. Často se také rozumı́ fiberem přı́mo komponenta množiny
EM−1(c). Proto budeme na důležitých mı́stech použı́vat spı́še slovo kompo-
nenta, které nepovede k nedorozuměnı́.

Hodnota c ∈ Rn se nazývá regulárnı́, jestliže všechny body m ∈ EM−1(c)
jsou regulárnı́. V tomoto přı́padě je fibr EM−1(c) nazýván regulárnı́m, jinak
singulárnı́m. Velmi důležitou definicı́ je

rank Nc = minm∈Nc rank dEM(m).

A n− rankNc se nazývá kodimenze množiny Nc.
∗toto zobrazenı́ nese název podle situace, kdy F1 = H,F2 = L
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Nynı́ můžeme přistoupit k zavedenı́ bifurkačnı́ho diagramu. Bifurkačnı́m
diagramem rozumı́me množinu

Σ = {c ∈ Rn;∃m ∈ EM(c), rank dEM(m) < n}.

Bifurkačnı́ diagram odrážı́ změnu v kvalitativnı́ch vlastnostech trajektoriı́ pro
různé hodnot invariantů pohybu. Částečně dává informaci o samotné fibrové
struktuře EM zobrazenı́, kterou chceme studovat.

Speciálně hranice oboru hodnot EM zobrazenı́ je tvořena singulárnı́mi
body. Proto se často dı́váme na bifurkačnı́ diagram jako na obor hodnot EM
zobrazenı́, kde jsou zvýrazněny neregulárnı́ body.
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5.2 Topologie fibrů
5.2.1 Regulárnı́ fibr

Regulárnı́ přı́pad lze charakterizovat dvěma základnı́mi vlastnostmi.

a) Topologie regulárı́ho fibru EM−1(c)

• Množina EM−1(c) je sjednocenı́m souvislých komponent, které majı́
dimenzi n∗. Komponentou se rozumı́ maximálnı́ souvislá množina.

• Podle Arnold-Jost teorému je každá taková komponenta topologicky
ekvivalentnı́ T k × Rn−k, pro nějaké 0 ≤ k ≤ n. Speciálně pokud je
komponenta omezená,† jde o torus T n.

Protože podmı́nka na omezenost je u mnoha fyzikálnı́ch přı́padů splněna,
jsou často komponenty regulárnı́ho fibru EM−1(c) právě tory T n.

Obrázek 11: Torus - regulárnı́ fibr EM−1(c)

Myšlenka důkazu druhého bodu je relativně jednoduchá. Označme kom-
ponentu EM−1(c) jako Nc a předpokládejme, že je omezená. Na této množině
můžeme zavést n tečných vektorových polı́ XFi

= J · ∇Fi, které (stejně jako
Hamilt. pole XH = J ·∇H viz. (2.4)) určujı́ tok φFi

na Nc, kde J je symplek-
tická matice (kap. 2). Ačkoliv φFi

nemusı́ být obecně periodický, dokážeme
nalézt t ∈ Rn tak, že složenı́ φt ≡ φtn

Fn
◦. . .◦φt1

F1
je periodický tok tj. φtP = P

pro každé P ∈ Nc. To plyne z omezenosti a uzavřenosti Nc. Navı́c dı́ky
nezávislosti polı́ XFi

je takových t právě n. A tedy Nc = S1× . . .×S1 = T n.
Srovnej s kružnicemi na obrázku 11. Ty odpovı́dajı́ tokům daných akcemi Ii.

Podrobnějšı́ popis důkazu lze nalézt v kapitole Matematické poznámky.
∗v 2n dim. fázovém prostoru máme n podmı́nek Fj(qi, pi) = cj , přičemž ∇Fj jsou

lineárně nezávislé, nynı́ stačı́ využı́t větu o implicitnı́ch funkcı́ch nebo geometrický význam
gradientu ∇Fj jako normály k ekviploše Fj(qi, pi) = cj

†formálně je nutná kompaktnost, ale v Rm je to totéž co omezenost a uzavřenost, přičemž
uzavřenost komponenty EM−1(c) máme zajištěnu ze spojitosti EM
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b) Topologie fibrů EM−1 v blı́zkosti regulárnı́ho bodu c

• V malém okolı́ regulárnı́ho bodu c jsou opět regulárnı́ body a tudı́ž je
lze klasifikovat podle a).

• Pokud označı́me malé okolı́ bodu c jako Dn, pak z Liouville-Arnoldova
teorému plyne, že pro každou omezenou a souvislou komponentu EM−1(Dn)
lze provést kanonickou transformaci souřadnic pomocı́ proměnných akce-
úhly (Ii, θi) tak, že komponenta má tvar Dn × T n.

Obrázek 12: V blı́zkosti toru jsou opět tory

Předně je zřejmé, že v blı́zkosti regulárnı́ho bodu c jsou opět pouze re-
gulárnı́ body. To plyne z toho, že pro každé m ∈ EM−1(c) jsou∇Fj nezávislá
a tedy existuje n proměnných, které bez újmy na obecnosti můžeme označit
jako q1, . . . , qn a které splňujı́∣∣∣∣∣∣∣

∂F1

∂q1
. . . ∂F1

∂qn

... · · · ...
∂Fn

∂q1
. . . ∂Fn

∂qn

∣∣∣∣∣∣∣ > 0.

Nynı́ stačı́ využı́t spojitosti determinantu jako zobrazenı́ z (qi, pi) do R a spo-
jitosti invariantů pohybu F1, . . . , Fn.

Dále z kapitoly 3.2 vı́me, že pro integrabilnı́ systémy umı́me alespoň
lokálně, v regulárnı́ch bodech, zavést akce-úhly. Zbytek plyne z bodu a).
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5.2.2 Singulárnı́ fibr

Obecné výsledky byly dosaženy předevšı́m pro přı́pad takzvaných nedegene-
rovaných∗ singularit. To však přı́liš nevadı́, protože experimentálnı́m faktem
je skutečnost, že množstvı́ singularit reálných systémů je nedegenerovaných.
Nedegenerované singularity umožňujı́ elegantně nahradit EM zobrazenı́ jeho
aproximacı́ do druhého řádu. Této aproximaci se řı́ká lineárnı́ model, jde totiž
o linearizaci vektorových polı́ XFi

. Nynı́ vše přesněji popı́šeme.

Mějme libovolný singulárnı́ bod m tj. rank dEM(m) = k < n. Můžeme
předpokládat, že∇F1(m), . . . ,∇Fk(m) jsou lineárně nezávislé, jinak bychom
vhodně přečı́slovali invarianty pohybu. A tedy

∇Fk+1(m) = . . . = ∇Fn(m) = 0.

Navı́c můžeme změnit invarianty pohybu o konstantu tak, aby EM(m) = 0.
Aproximujme invarianty Fk+1, . . . , Fn jejich kvadratickými členy z Taylo-
rova rozvoje. Williamson ukázal, že v přı́padě nedegenerovaných singularit
existujı́ kanonické souřadnice (qi, pi) tak, že lze kvadratické členy našich
invariantů pohybu vyjádřit jako lineárnı́ kombinaci funkcı́ fk+1, . . . , fn tj.
(fk+1, . . . , fn) = A ◦ (Fk+1, . . . , Fn), kde A je regulárnı́ matice. Proto

EM = (F1, . . . , Fk, fk+1, . . . , fn) : M2n → Rn,

kde fk+1, . . . , fn majı́ podle Williamsona tvar

Typ invariantu

fk+i = q2
i + p2

i 1 ≤ i ≤ ke, (eliptický)

fk+i = qipi ke + 1 ≤ i ≤ ke + kh, (hyperbolický){
fk+i = qipi+1 − qi+1pi

fk+i+1 = qipi + qi+1pi+1

i = ke + kh + 2j − 1,

1 ≤ j ≤ kf .
(focus-focus pár)

Je vidět, že platı́ ke + kh + 2kf = n − k. Eliptické a hyperbolické invari-
anty můžeme chápat jako invarianty systému s 1 stupněm volnosti, protože
závisı́ pouze na dvou parametrech qi, pi. Focus-focus pár je dvojice invariantů
náležı́cı́ systému se 2 stupni volnosti.

Trojice (ke, kh, kf ) se nazývá Williamsonův typ nedegenerované singula-
rity m. Navı́c všechny nedenegerová singularity ze stejné komponenty Nc,
které majı́ stejnou dimenzi rank dEM(m), jsou téhož typu (ke, kh, kf ). Pro
podrobnosti odkazuji na článek [18].

∗definici uvedeme na dalšı́ch stranách této kapitoly
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Okolı́ každé nedegenerované singularity typu (ke, kh, kf ) lze lokálně po-
psat pomocı́ ke eliptických, kh hyperbolických, kf focus-focus a k regulánı́ch
invariantů. Navı́c je zřejmé, že eliptické invarianty zastupujı́ eliptickou singu-
laritu, což je stabilnı́ pevný bod a hyperbolické invarianty zastupujı́ hyperbo-
lickou singularitu, což je nestabilnı́ pevný bod.

Focus-focus přı́pad rozebereme později. Už ted’ ovšem předešleme, že
singulárnı́m fibrem je takzvaný ”pinched” torus na obrázku 14 a singulárnı́m
bodem m je bod jeho zúženı́. V blı́zkém okolı́ pinched toru jsou vždy tory.

Obrázek 13: Okolı́ eliptické, hyperbolické a focus-focus singularity

Eliasson ukázal, že opravdu v blı́zkosti nedegenerované singularity m je
původnı́ systém schodný s našı́ aproximacı́. Přesněji řečeno, okolı́ bodu m
původnı́ho systému je homeomorfnı́ (dokonce difeomorfnı́) s odpovı́dajı́cı́m
okolı́m aproximace.

Každé dva Williamsonovy invarianty∗ jsou tvořeny různými proměnnými.
Navı́c pro každou pevnou volbu těchto n− k proměnných v blı́zkosti m jsou
F1, . . . , Fk regulárnı́ invarianty k proměnných a tudı́ž podle predchozı́ kapi-
toly vytvářejı́ regulárnı́ fiber dimenze k.

Proto si můžeme představit, že blı́zké okolı́ bodu m je kartézký součin
okolı́ bodu m z obrázků 12 a 13, přičemž jejich zastoupenı́ jsou dána čı́sly
ke, kh, kf , k. Je třeba upozornit, že u focus-focus singularity jde pouze o blı́zké
okolı́ bodu zúženı́ a obdobně u regulárnı́ části jde o nějaké okolı́ na toru T k.

Abychom mohli řı́ci něco o tvaru singulárnı́ho fibru, nenı́ obecně možné
uvažovat pouze lokálnı́ strukturu v blı́zkosti singularity. Jak však uvidı́me u
focus-focus fiberu, u izolovaných singularnı́ch bodů bude lokálnı́ informace
stačit. Je překvapivé, že pro nelokálnı́ strukturu fibru platı́ obdobná, ovšem
nelokálnı́, tvrzenı́ o kartézkém součinu. Momentálně nejobecnějšı́ch výsledků
v tomto směru dosáhla dvojice Miranda a Zung viz. [16],[17] a [19].

∗focus-focus pár počı́táme jako jeden
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Co je tedy přesně nedegenerovaný singulárnı́ bod? Pojem nedegenerované
singularity se standardně zavádı́ pomocı́ pojmu nedegenerovaného pevného
bodu a redukce systému. Pevný bod m ∈ M2n nazveme nedegenerovaným,
jestliže skoro všechny lineárnı́ kombinace matic druhých parciálnı́ch derivacı́

d 2F1(m), . . . , d 2Fn(m)

řádu 2n× 2n dávajı́ 2n různých vlastnı́ch čı́sel.
Předchozı́ definici lze ekvivaletně nahlı́žet jako linearizaci vektorových

polı́ XFi
s uvedenou podmı́nkou na vlastnı́ čı́sla. Tu lze ve kvantové fyzice

interpretovat jako podmı́nku na nedegenerované hladiny.
Mějme nynı́ singulárnı́ bod m, pro který rank dEM(m) = k > 0. Opět

předpokládejme, že∇F1(m), . . . ,∇Fk(m) jsou lineárně nezávislé a uvažujme
systém s n − k invarianty pohybu Fk+1, . . . , Fn, ke kterým navı́c přidáme
podmı́nky

F1(qi, pi) = c1, . . . , Fk(qi, pi) = ck

pro nějaké c ∈ Rk. Tı́m zı́skáme systém s n − k stupni volnosti a n − k
invarianty pohybu Fk+1, . . . , Fn. Pokud je pro každé c ∈ Rk v takto reduko-
vaném systému bod m nedegenerovaným pevným bodem, pak řı́káme, že m
je nedegenerovaná singularita.

Nynı́ se pokusı́m stručně nastı́nit, proč je právě pinched torus singulárnı́m
fibrem modelu focus-focus invariantů. Podrobnosti lze nalézt v [21].

Obrázek 14: Vlevo ”pinched” torus, vpravo ”double pinched” torus

Předně vı́me, že focus-focus pár si můžeme představit jako systém se
2 stupni volnosti tj. máme 4−dimenzionálnı́ fázový prostor. Přičemž tento
systém je modelem, který v blı́zkosti focus-focus singulárnı́ho bodu m aproxi-
muje nějaký systém EM se dvěma stupni volnosti. V původnı́m systému EM
označme Nc souvislou komponentu, která obsahuje nedegenerovanou singu-
laritu m. V dalšı́m budeme předpokládat, že Nc je omezená a tudı́ž kompaktnı́
komponenta fibru EM−1(c). Také budeme pro jednoduchost předpokládat, že
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původnı́ systém má pouze jeden focus-focus singulárnı́ bod m. Jinak bychom
provedli obdobné úvahy a výsledkem by byl torus, který má tolik bodů zúženı́,
kolik má singulárnı́ch bodů. Nynı́ chceme zkoumat tvar komponenty Nc.

V aproximujı́cı́m modelu je nedegenerovaným singulárnı́m bodem počátek
souřadnic. Označme F = (f1, f2) = (q1p2 − q2p1, q1p1 + q2p2) pro kvadra-
tické členy EM zobrazenı́. Z tvaru funkcı́ lze snadno odvodit, že fibryF−1(c)
jsou regulárnı́ kromě přı́paduF−1(0), kdy fibr obsahuje počátek souřadnic. To
také znamená, že singulárnı́ bod m je izolovaný v původnı́m systému tj. v jeho
blı́zkém okolı́ jsou pouze regulárnı́ body. A tedy každá omezená komponenta
obsahuje konečně mnoho focus-focus singulárnı́ch bodů.

V blı́zkosti singulárnı́ho bodu m můžeme vektorová pole původnı́ho systému
odhadnout vektorovými poli aproximacı́ f1, f2 v počátku souřadnic, tj. linea-
rizovat vektorová pole původnı́ho systému

Xf1 = J · ∇f1 = (−q2, q1,−p2, p1),

Xf2 = J · ∇f2 = (q1, q2,−p1,−p2).

Nynı́ lze snadno ověřit, že prvnı́ pole vytvářı́ periodické orbity kolem počátku
souřadnic a druhé pole divergentnı́ orbity z počátku souřadnic. Je dobré si
povšimnout, že pole Xf1 a Xf2 jsou na sebe kolmá. Důsledkem předchozı́ch
pozorovánı́ má komponenta Nc v blı́zkosti bodu m tvar, který je znázorněn na
obrázeku 15.

Obrázek 15: Singulárnı́ fibr v blı́zkosti focus-focus singulárnı́ho bodu m

A tedy Nc \ {m} se skládá maximálně ze dvou souvislých částı́, které
odpovı́dajı́ stabilnı́ a nestabilnı́ varietě bodu m. Tyto variety jsou evidentně
dány divergentnı́m polem Xf2 , protože tokem od pole Xf1 se nelze dostat do
počátku souřadnic. Pokud ukážeme, že stabilnı́ a nestabilnı́ varieta se shodujı́,
bude zřejmě Nc homeomorfnı́ pinched toru.

Shodnost lze snadno nahlédnout následujı́cı́ úvahou. Na nestabilnı́ varietě
vezmeme uzavřené okolı́ U bodu m, které je invariantnı́ vůči periodickému
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toku pole Xf1 . Zvolı́me si libovolný bod z této množiny a dı́ky toku daného
polem Xf1 opustı́me v konečném čase množinu U. Protože však Nc \ U i s
hranicı́ je také kompaktnı́, musı́ se po konečném čase tok pole Xf1 vrátit po
stabilnı́ varietě opět do množiny U. A tedy stabilnı́ a nestabilnı́ variaty bodu
m jsou navzájem propojeny a tudı́ž jsou stejné.

K zı́skánı́ dalšı́ch informacı́ doporučuji články [18] a [19]. Podrobnějšı́
popis focus-focus singularity lze nalézt v [20].
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5.3 Klasická monodromie
Klasickou monodromii jako nejjednodušı́ překážku k zavedenı́ proměnných
akce-úhly formuloval Duistermaat. Tato překážka je způsobena přı́tomnostı́
izolované množiny singulárnı́ch bodů v oboru hodnot EM zobrazenı́, přičemž
dimenze této množiny se předpokládá nejvýše n− 2.

Pro dalšı́ popis využijeme označenı́ Rreg pro regulárnı́ body v oboru hod-
not EM zobrazenı́. Než přistoupı́me k popisu situace se singulárnı́mi body,
budeme nejprve uvažovat přı́pad bez singularit.

Mějme smyčku Γ, která ležı́ celá v Rreg a pro názornost uvažujme přı́pad
n = 2 (levá část obrázku 16). Zvolme si regulárnı́ bod c0 ∈ Γ, který od-
povı́dá nějakému toru T 2

c0
. Z kapitoly o regulárnı́m fibru nebo z kapitoly o

souřadnicı́ch akce-úhly vı́me, že lokálně v okolı́ U toru T 2
c0

můžeme zavést

Obrázek 16: Smyčka Γ vlevo bez singularity, vpravo obı́há singularitu

proměnné akce-úhly. Protože zřejmě každý bod smyčky Γ je regulárnı́, můžeme
vyjı́t z bodu c0 a postupně jak se pohybujeme podél smyčky Γ, tak hladce
napojujeme lokálně zavádé souřadnice akce-úhly. Při návratu do původnı́ho
bodu c0 je však třeba ověřit, že souřadnice, s kterými jsme přišli do původnı́ho
bodu, jsou stejné, jako když jsme začı́nali v c0. To lze nahlédnout napřı́klad
tak, že spojitě deformuje Γ do blı́zkosti nějakého bodu uvnitř smyčky. Daný
bod je zřejmě regulárnı́ a tedy lze zavést na celé deformované smyčce proměnné
akce-úhly. Protože deformace byla spojitá, platı́ tento závěr i pro původnı́
smyčku Γ tj. zavedené počátečnı́ a koncové souřadnice jsou shodné.

Situace se ovšem změnı́, pokud smyčka obı́há kolem nějaké singularity
(pravá část obrázku 16). V takovém přı́padě sice Γ ležı́ v Rreg, ale nelze ji
deformovat do blı́zkosti bodu, kde se vyskytujı́ pouze regulárnı́ body. Proto
nelze zavést globálnı́ souřadnice akce-úhly na EM(Γ) a tedy ani na EM(Rreg).
To ovšem znamená, že počátečnı́ a koncové souřadnice v c0, které jsme zı́skali
průchodem smyčkou Γ, se lišı́. Jinými slovy, máme dvě různé báze ”kružnic”

38



na stejném toru T 2
c0

. Přičemž od vyjádřenı́ bodu na T 2
c0

v původnı́ch souřadnicı́ch
lze přejı́t k vyjádřenı́ v koncových souřadnicı́ch pomocı́ monodromnı́ trans-
formace, což je matice monodromie M. Platı́, že M ∈ SL(n, Z) tj. M je ma-
tice řádu n×n, která obsahuje pouze celá čı́sla a navı́c det M = 1. Je zřejmé,
že volba báze, ve které je vyjádřena matice M je libovolná, proto může mı́t
matice monodromie konjungovaný tvar AMA−1, kde A ∈ SL(n, Z).

Využitı́m znalostı́ z kapitoly 4.2 dostáváme, že klasická monodromie

• nezávisı́ na volbě bodu c0,

• nezávisı́ na volbě smyčky, kterou lze spojitě deformovat na Γ,

• nezávisı́ na malé změně parametrů systému, které zachovajı́ integrabi-
litu a nezměnı́ kvalitativnı́ vlastnosti obrazu EM zobrazenı́.

Je známo, že pro přı́pad n = 2 je klasická monodromie způsobená přı́tomnostı́
pinched toru ve fázovém prostoru. Konkrétně se podařilo nalézt monodromii
v tak elementárnı́ch systémech, jako je sférické kyvadlo nebo ”Mexican hat”
systém, který má hamiltonián H = 1

2
(p2

x + p2
y)− (x2 + y2) + (x2 + y2)2. Oba

systémy majı́ monodromii danou maticı́ M =

(
1 1
0 1

)
. Také byla nalezena

monodromie v molekulárnı́m systému H2O, který se nacházı́ ve slabém elek-
tromagnetickém poli.

Ukazuje se, že velmi užitečným zobecněnı́m monodromie je zobecněnı́
na přı́pad, kdy smyčka Γ procházı́ přes množinu singularit dimenze n − 1.
Zobecněnı́ monodromie pro různé systémy lze nalézt v [15].
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6 Monodromie v kvantové mechanice
Monodromie v kvantové mechanice se projevuje jako bodová porucha v mřı́žce
kvantových stavů. Což nedovoluje zavést globálnı́ kvantová čı́sla. Obdobně
jako v klasické mechanice uvažujeme smyčku Γ a lokálně zavádı́me proměnné
akce-úhly, můžeme v kvantové mřı́žce uvažovat lokálnı́ zavedenı́ kvantových
čı́sel podél nějaké smyčky Γ. Pokud se při průchodu smyčkou vrátı́me do
původnı́ho kvantového stavu s odlišným popisem kvantových čı́sel, je v systému
přı́tomna monodromie. To ilustruje obrázek 17, který byl převzat z [23].

Obrázek 17: Monodromie kvantového EM zobrazenı́
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7 Závěr
Pojem monodromie je založen na konceptu EM zobrazenı́, které každému
bodu fázového prostoru přiřadı́ n−tici konkrétnı́ch hodnot invaritantů pohybu
F1, . . . , Fn tak, jak jsou zachovávány podél trajektoriı́. Můžeme si představit,
že fázový prostor se rozpadá na části, kde se zachovávajı́ předchozı́ invari-
anty pohybu. Monodromie potom řı́ká, jakým způsobem jsou tyto invariantnı́
množiny slepeny k sobě. Lokálně tato slepenı́ mohou vypadat triviálně jako
proužek papı́ru, ale v globálnı́m měřı́tku nikoliv. Je rozdı́l zda proužek papı́ru
slepı́m tak, že vznikne válec nebo tak, že vznikne Möbiův list.

Monodromie je topologická vlastnost fázového prostoru, která existuje
bez ohledu na volbu konkrétnı́ch souřadnic systému, třeba i nekanonických.
Přesto nebo možná právě proto má monodromie důsledky na úrovni souřadnic.
V klasické mechanice způsobı́, že nenı́ možné globálně zavést proměnné akce-
úhly. Tyto souřadnice lze vždy zavést alespoň lokálně v takzvaných integra-
bilnı́ch systémech. Ačkoliv je monodromie formálně zavedena pouze pro in-
tegrabilnı́ systémy, bylo dokázáno, že se zachovává i při pertubaci systému.
Proto je monodromie pojem, který patřı́ do škatulky skoro integrabilnı́ch systémů.

V integrabilı́ch systémech jsou invariantnı́ množiny tory T n. V singulárnı́m
přı́padě je situace o něco komplikovanějšı́. Často jsou ovšem singularity ne-
degenerované a zde si lze představit každou invariantnı́ množinu jako složenı́
3 typů objektů: stabilnı́ho pevného bodu, variety přı́slušejı́cı́ nestabilnı́mu
pevnému bodu a pinched toru s daným počtem bodů zúženı́. Monodromii lze
pak odhalit přı́tomnostı́ pinched toru ve fázovém prostoru.

Protože jsou v současné době dostupné předevšı́m matematické články,
musel jsem nejprve nastudovat patřičný matematický aparát. Ačkoliv jde v
podstatě o rešerši, je nutné zmı́nit, že většinu zde uvedených tvrzenı́ a myšlenek
jsem musel převést z řeči abstraktnı́ matematiky o několik poschodı́ nı́že.
Snad do trochu srozumitelnějšı́ matematiky. Také se mi nepodařilo nalézt
několik málo zdrojů, které by pokryly téma této práce. Proto jsem musel
čerpat z velkého množstvı́ článků, což je možné vidět z citované literatury.
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Matematické poznámky

Kapitola 5.2.1 - Regulárnı́ fibr
Bod a) je důsledkem teorému, jehož autory jsou Arnold a Jost. Tento

teorém řı́ká, že pokud máme varietu∗ dimenze n a na této varietě umı́me
zkonstruovat n spojitých tečných vektorových polı́, které dávajı́ v každém
bodě n nezávislých vektorů, pak každá souvislá† část této variety je topolo-
gicky ekvivalentnı́ množině T k ×Rn−k pro nějaké k. Přičemž k má význam
počtu nezávislých směrů, ve kterých je M periodická. Pokud je navı́c daná
varieta kompaktnı́, pak je každá jejı́ souvislá část topologicky ekvivalentnı́
přı́mo toru T n.

Formálnı́ důkaz lze nalézt napřı́klad v [5] (tvrzenı́ 3.7 resp. 3.16).

Tvrzenı́ (Arnold-Jost)
Necht’ M je souvislá varieta dimenze n a necht’ X1, . . . , Xn je n tečných vek-
torových polı́, která jsou nezávislá v každém bodě M a [Xi, Xj] = 0 na M
pro i 6= j. Potom existuje k ≤ n takové, že M je difeomorfnı́‡ s T k ×Rn−k.

Nynı́ intuitivně naznačı́me důkaz tvrzenı́. Pro libovolnou n−tici t ∈ Rn

označme φt = φtn
Xn
◦ . . . ◦ φt1

X1
, kde φXi

je tok daný vektorovým polem Xi.
Toky φX1 , . . . , φXn nejsou obecně periodické. Proto budeme hledat vektory
t ∈ Rn, pro které je složený tok φ periodický tj. φtP = P pro každé P ∈ M.
Taková množina vektorů je neprázdná, diskrétnı́ grupa v Rn s operacı́ sčı́tánı́.
Zřejmě můžeme zvolit bázi této množiny e1, . . . , ek, pro kterou po vhodném
přeškálovánı́ platı́ φ2πeiP = P pro každé P ∈ M. Takovou bázi můžeme dále
doplnit vektory u1, . . . , un−k na bázi celého prostoru Rn. A tedy pro libovolný
vektor t ∈ Rn a bod P ∈ M máme

φtP = φθ1e1+...+θkek+r1u1+...+rn−kun−kP,

kde θi ∈ [0, 2π) a ri ∈ R. Protože M je navı́c souvislá a tečná vekotorová
pole X1, . . . , Xn jsou nezávislá v každém bodě fázového prostoru, existuje
pro každé P, Q ∈ M vektor t ∈ Rn takový, že φtP = Q. Zvolı́me-li nynı́
libovolný bod P0 ∈ M , dostáváme z předchozı́ho (a obrázku 2 na str. 14)
diffeomorfismus

φP0 : T k ×Rn−k → M,
t = (θ1, . . . , θn, r1, . . . , rn−k) 7→ φtP0.

∗lze si předsavit, že jde o spojenı́ konečně mnoha hladkých ploch, přı́kladem je torus
†množina X je souvislá, jestliže neexistujı́ otevřené množiny U a V takové, že

X ⊆ U ∪ V a U ∩ V = ∅
‡je to homeomorfismus, který má navı́c spojité parciálnı́ derivace a to i pro inverzi
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Tı́m jsme (až na technické detaily) dokázali platnost tvrzenı́.
Poznamenejme, že předpoklad [Xi, Xj] = 0 zajišt’uje komutativitu toků

φXi
, bez které by výše uvedená diskrétnı́ grupu nemusela být grupou. Tato

grupa je ve zvolené bázi e1, . . . , en rovna 2πZn. Matematicky lze psát T n =
Rn/2πZn, protože Rn/2πZn představuje ztotožněnı́ všech vektorů v Rn,
které se lišı́ o 2π−násobek nějakého vektoru z Zn. Způsob takového zápisu
bude obzvláště výhodný v singulárnı́m přı́padě.

Předpoklady předchozı́ho tvrzenı́ splnı́me, pokud položı́me

M = ∩n
i=1F

−1
i (ci)

a tečná vektorová pole na M budou rovna

XF1 = J · ∇F1, . . . , XFn = J · ∇F1.

Zbývá ověřit splněnı́ podmı́nky [Xi, Xj] = 0. Protože XFi
jsou tečná vek-

torová pole, závisı́ na n souřadnicı́ch definovaných pouze na množině M.
Z vlastnostı́ Poissonovy závorky a Lieovy závorky pak plyne

[XFi
, XFj

] = X{Fi,Fj} = 0.
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