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Uvod

Koncept symetrie je ve fyzice a matematice velmi rozsiteny a oblibeny. O
universalité a uzitecnosti symetrii svéd¢i i nepreberné mnozstvi publikaci na toto
a s nim pribuzna témata. Symetrie 1ze matematicky velice dobfe formalizovat a
sjednotit je v jednu zékladni matematickou strukturu, totiz v grupu. Zkoumani
plisobeni grup a jejich reprezentaci je tedy hlavnim matematickym odvétvim, ze
kterého teorie symetrii Cerpa.

Historicky prvni systematické pouziti symetrii spada do 19. stoleti, kdy se nor-
sky matematik Sophus Lie snazil nalézt cestu, jak sjednotit metody pouzivané k
feSeni specialnich typt diferencidlnich rovnic. Vzniknuvsi Lieova teorie s sebou
prinasi pojmy jako transformace prenasejici feseni diferencialni rovnice a
Lieova grupa transformaci. Velice brzy tato teorie ptesla ve znamost Siroké fy-
zikalni vefejnosti, a to zejména diky teorému Emmy Noetherové z roku 1915,
ktery existenci symetrie spojuje s fyzikalnimi zakony zachovani. Pivodné mate-
matické metody dostavaji hlubsi fyzikalni vyznam a ve spojeni s Lagrangeovskym
¢i s Hamiltonovskym formalismem se stfedem zajmu stavaji transformace zacho-
vavajici akci ¢i energii. Specidlné v Hamiltonovské formalismu se jedna o veli¢iny
komutujici s Hamiltonianem, takzvané integraly pohybu. Toerém Emmy
Noetherové je ovSsem pouze Spickou ledovce a za poctivé zavedeni a zkoumani
symetrickych transformaci vdééime podle textu [1] zejména Hermannu Weylovi,
Davidu Hilbertovi ¢i Felixu Kleinovi. S nastupem kvantové mechaniky se syme-
trie stavaji jesté vice pristupné a ukazuje se, Ze na urovni mikrosvéta mohou
byt symetrie, jako napfiklad vyménna symetrie nerozlisitelnych ¢astic, jednim z
fundamentalnich principt pfirody. Kvantové mechanicky popis symetrii jakozto
line4rnich zobrazeni na vektorovém prostoru je obzvlasté jednoduchy a ucinny.
Cely aparat pro studium symetrii 1ze shrnout pod kridla jedné matematické dis-
cipliny, totiz teorie reprezentaci. Tou se zabyvalo mnoho slavnych toeretiki
jako Elie Cartan, Eugene Wigner, Henri Poincaré ¢i opét Hermann Weyl.

V celé fyzice je dobfe zndm pojem prostorocasové symetrie. Ty jsou popi-
sované Galileovou nebo Lorentzovou grupou a jakakoli fyzikalni teorie musi dat
prostor k jejich zachyceni. Prostorocasové symetrie obsahuji specialné i transfor-
mace zahrnujici ¢as. AvSak v textu budeme pracovat s nerelativistiskymi teoriemi,
kde ¢as nema rovnocenné postaveni jako prostorové soutadnice, nybrz zde hraje
roli evolu¢niho parametru. Z hlediska prostorocasovych symetrii se proto omezime
pouze na symetrie prostorové. Ty jsou popisovany Eukleidovskou grupou, jejiz
plsobeni generuje operatory tthlového momentu a hybnosti.

Klasicka mechanika svym formalizmem podporuje rozdéleni na konfigu-
racni a fazovy prostor. BéZné je uzivano pojmu geometrické symetrie pro



vsechny symetrie, které pochazeji z transformaci na prostoru konfigura¢nim. Spe-
cidlné do této kategorie patii ptisobeni Eukleidovské grupy vyse. Existuji ovSsem
i systémy jako Kepleriv problém a izotropni harmonicky oscilator, které
maji symetrie vyssi. Takové symetrie operuji s dynamickymi veli¢inami, tedy s
veli¢inami z celého fazového prostoru, a proto se jim v ramci klasické mechaniky
iikd symetrie dynamické. Typickym piikladem je Runge-Lentztv vektor,
jemuz odpovidajici symetricka transformace neptisobi jako transformace na kon-
figura¢nim prostoru, nybrz mixuje dohromady soutadnice a hybnosti.

Symetrie klasické mechaniky jsou dnes pravdépodobné nejvice uzite¢né pii
zkoumani integrability, kterou implikuje existence komutujicich integrald po-
hybu v dostatecném poctu, rovném poctu stupni volnosti. Symetrie, jez jsou
spojeny s energii zachovavajicimi integraly pohybu, se nazyvaji invariantni sy-
metrie. S puvodni Lieovou teorii souvisi ovSem jesté pojem neinvariantnich
symetrii, které energii nezachovavaji, ale stale napiiklad prenaseji jedno FeSeni
Hamiltonovych rovnic v druhé. Vyjma jistych pokrocilych teorii se vSak v klasické
mechanice prilis neuplatnuji.

Hilbertuv prostor kvantové mechaniky je prostorem dynamickych stavi a
bez udani dalsich struktur nelze rozdéleni na soutradnice a hybnosti uvazovat.
Geometrickymi symetriemi se zde obvykle mini symetrie zadané predem, ¢ili
postulované pro néjakou tiidu uvazovanych systémii. Vyznam integralii pohybu
a invariantnich symetrii je stejny jako v klasické mechanice. Klasickou mechani-
kou inspirovana interpretace integralti pohybu jako veli¢in zachovavajicich se pfi
vyvoji systému ovSem neni v kvantové mechanice preferovana. Invariantni syme-
disledky pro podobu spektra Hamiltonianu, respektive pro degeneraci energe-
tickych hladin. Na rozdil od klasické mechaniky zde maji ovsem dilezité po-
staveni neinvariantni symetrie, coz jsou zde transformace, jejichZ generatory
s Hamiltonianem nekomutuji, ale které naptiklad mixuji vlastni stavy v riznych
energetickymi hladinach. Ukazuje se totiz, ze kvantové mechanickym problémem
je vyhodné se zaobirat v cisté algebraické roviné, uvazujeme-li specialni grupu
neinvariantnich symetrii, takzvanou dynamickou grupu.

Kvantova mechanika dava novy vyznam téZ pojmu dynamické symetrie.

e Puvodné se jednalo o ,,vySsi symetrie“ generujici nahodné degenerace.
To je ptripad Keplerova problému a izotropniho LHO.

e V souvislosti s tim se zkoumaly systémy, u kterych je tato vyssi degenerace
sejmuta jistym kontrolovanym, takzvanym dynamickym naruSenim sy-
metrie. A¢ jiz takovy systém nemé puvodni vysokou invariantni symetrii,
fikdme o ném, ze mé symetrii dynamickou.

e Oba dva predchozi ptipady zahrnuje definice dynamické symetrie pomoci



dynamické grupy, kterou se budeme zabyvat predevsim.
Tento text ma tii hlavni kapitoly lisici se ithlem pohledu.

1. V prvni kapitole chdpeme symetrie standardné, tedy jako takové trans-
formace objekttl, které je nechavaji nezménéné. Zabyvame se kvantovou
mechanikou, kde se tyto symetrie projevuji tak, ze je vii¢i nim invariantni
Hamiltonian. Vybudujeme obvykly aparat pro praci s invariantnimi symet-
riemi, jehoz implikace pak ilustrujeme na feseni problému degenerace hladin
Keplerova problému a izotropniho harmonického oscilatoru.

2. Ve druhé kapitole se od kvantové mechanickych invariantnich symetrii
vzdalime a budeme pracovat s pojmy jako dynamicka grupa a dynamicka
symetrie. Tyto pojmy zavedeme a ilustrujeme na prikladech. Budeme pri-
tom sledovat ve vétsiné kvantové mechanickych textd bézné chapani téchto
pojmu jako néc¢eho, co je uzitecné pii reseni kvantového problému, ale nema
se symetriemi nic spole¢ného. Na zakladé dynamické grupy budeme defino-
vat kvantové mechanicky model néjakého systému jako sadu struktur, které
zachycuji veskerou dynamiku systému. Pro kvantové mechanicky model de-
finujeme pocet stupnt volnosti, integrabilitu a dynamickou symetrii.

3. Konecné ve treti kapitole budeme na symetrie nahliZzet jako na trans-
formace prenasejici mezi sebou kiivky feseni piislusnych evolu¢nich rovnic
kvantové a klasické mechaniky. Zkoumani takovych symetrii lze provadét
ze stejného thlu pohledu jak v klasické, tak v kvantové mechanice. Upozor-
nime zde ale na drobné odlisnosti. Sirsi tiidou téchto symetrii jsou symetrie
zavislé explicitné na cCase, které generuji casové zavislé integraly pohybu.
Tyto symetrie jsou tzce spjaty s generatory ,,vhodné“ dynamické grupy a
Ize je pouzit k jejich nalezeni. Bohuzel rozsah prace a ¢asové podminky mi
neumoznuji tento pristup rozvést.



1. Standardni pojeti symetrie

V této kapitole se budeme zabjvat standardnim pojetim symetrie jako trans-
formace, vici které je néjaky systém invariantni.

1. V prvni podkapitole pfipomeneme, jak bychom méli symetrii interpretovat
fyzikalné a jak ji v souladu s timto pohledem miizeme vhodné matematicky
popsat.

2. Ve druhé podkapitole shrneme zékladni vyuziti invariantnich symetrii v
kvantové mechanice, a to zejména s diirazem na uplatnéni poznatki z teorie
grup a reprezentaci. Uvedeme a dokézeme nékteré matematické véty, jez
lze pouzit pti zkoumani spektra symetrického Hamiltonidanu, zejména co se
degenerace hladin tyce.

3. Ve treti podkapitole prozkoumame Kepleriv problém a linedrni harmo-
nicky oscilator. Specialné popiseme vsechny jejich invariantni symetrie, spek-
trum piislusnych Hamiltoniant a jejich degenerac¢ni grupy.

LA thing is symmetrical if there is so-
mething you can do to it so that after
you have finished doing it it looks the
same as before.“ (Hermann Weyl)

SYMETRICKE ASYMETRICKE



1.1 Symetrické transformace

Je-1i objekt symetricky vici néjaké transformaci znamena to, ze pozorovatelé
a ani celé fyzika nejsou schopni rozlisit, zda jiz byla uvazovana transformace usku-
tecnéna ¢i ne. Pribéh této transformace lze sice popsat, ale méfenim nemuzeme
ziskat zadnou evidenci o tom, ve které fazi se transformace nachazi a ani o tom,
zda se transformace ndhodou nedéje samovolné. Poc¢atecni a koncovy stav jsou z
pohledu uvazované fyzikalni teorie nerozlisitelné.

K popisu symetrii je potfeba porozumét dvéma pojmim, totiz co je to ak-
tivni a pasivni transformace. Prvni pfipad spise vyhovuje matematickému
uvazovani a jedna se o situaci, kdy symetricka transformace transformuje jeden
objekt na jiny. Oproti tomu pasivni transformace se tyka zmény thlu pohledu.
Jde tedy o ptrechod od jednoho pozorovatele
k druhému. Typickym ptikladem, kdy je toto
rozlisSovani dilezité, je ¢asovy vyvoj v aktiv-
nim Schrédingerové obraze a v pasivnim He- T x!
isenbergové obraze. S

Z hlediska symetrii néjaké rovnice R(z) = \
0 se aktivni ptisobeni symetrické transformace \.
chape tak, ze R(F(z)) = 0 pro kazdé = spliu- |
jici R(x) = 0, kde F pisobi pfimo na ob- |
jektech x. Pasivni pristup by byl takovy, ze ®
F' transformuje rovnici R(z) = 0 na rovnici ’
R(y) = 0 takovou, 7e y =  je jeji fedeni, pravé /
kdyz F(x) je feSeni rovnice ptvodni. Symet-
rii se rozumi to, ze feSeni x puvodni rovnice je
feéeni.n{pro vSechny transformované rovnice, ¢ o0 oo T S, = {z,y} otad
neboli R(z) - 0 pro yéechna T, ze R(:c) =0 ho sméru hodinovych rucicek na
Ve skutecnosi se ale jedna o riznou interpre- S, = {a',y/'}. Poloha y' &erné
taci téhoz.

To miizeme ilustrovat na prikladé Gali-
leovské invariance Newtonovské mecha-
niky, tj. na tvrzeni, ze Newtonovy zakony
jsou stejné pro vSechny pozorovatele spojené
Galileovskou transformaci. Pasivné bychom
mohli naptiklad fici, Ze volné se pohybujici ¢astice je fesenim prislusnych Newto-
novskych rovnic vsech pozorovateld, kteri spolu souviseji Galileovou transformaci.
Aktivné pak fekneme, ze po provedeni Galileovy transformace na pohyb volné
castice dostaneme opét pohyb volné ¢astice, a to v ramci jednoho pozorovatele.

V kvantové mechanice jsou pozorovatelné, tj. aparaty pozorovatelt operatory
K na Hilbertov prostoru dynamickych stavi H. Rozdilnym pozorovateliim od-

Obrazek 1: Prii pasivni trans-

tecky je ta sama jako poloha y Se-
divé tecky. Sediva tecka je oviem
cerna tecka aktivné otocena proti
sméru hodinovych rucicek.



povidaji rozdilné ortonormalni baze |v;), vi¢i kterym uméji pozorovatelé své po-
zorovatelné vyjadrit. Kazdé dveé baze, neboli kazdi dva pozorovatelé jsou spojeni
néjakou unitarni transformaci U. Oznacime-li ¢arkou veli¢iny po transformaci,
mizeme U pouzit pasivné nebo aktivné.

Aktivné: [ =Uy), K'=K
Pasivné :  [¢) =|¢), K =UKU'

Vyznam prvniho pripadu je zfejmy. Systém se aktivné transformuje v ramci jedné
soustavy pozorovatele. Druhy pripad myslenkové odpovida pouhé zméné baze
prostoru stavii na [¢) = U |t;). Slozky [¢) se museji transformovat skrze matici
inverzniho operatoru Ut a pozadavkem na transformovany operator K’ je, aby
pusobil na vektor se slozkami ¢; vzhledem k nové bézi |¢}) stejné, jako ptisobi K
na vektor se stejnymi slozkami ¢; ovSem vzhledem k bazi ptivodni. Vyjadiujeme
tedy skutecnost, ze si pozorovatel ,,veze své mérici aparaty s sebou®, a tim padem
se jedna vzhledem k matematickému popisu o aparaty jiné. Navic se snadno pre-
svedcime, ze takto definovana aktivni a pasivni transformace by byly ve slozkovém
zapise ekvivalentni, pokud bychom v aktivnim pristupu vzali misto U inverzi U'. f
To proto, ze zména baze o U j je otoceni vektorti o Ut

Unitarni jsou transformace proto, ze jediné takové transformace zachovavaji
normalizaci, a tudiz pravdépodobnostni interpretaci kvantové mechaniky. Zacho-
vavaji navic spektrum, coz je néco, co identifikuje operatory jako pozorovatelné.

Casovy vyvoj v kvantové mechanice je popsan Schrédingerovou rovnici

d N
ZE W})t =H |¢>t,

kde H je Hamiltonian a kde jsme polozili A = 1. Pfi pasivnim piistupu napise
druhy pozorovatel rovnici

d gl
Z& W})t =H |¢>t

Jestlize pasivné chceme, aby kazda kiivku stavi [¢),, jez je FeSenim v prvni
soustavé, byla fesenim i v soustavé druhé, pak musi platit

H=UHU".
Pokud na druhou stranu aktivné pozadujeme, aby pro feseni |¢), bylo i U V),
feseni pro stejného pozorovatele, dostaneme snadno z prvni rovnice

H=UHU.
Pfimo se muzeme presvédcit, ze obé kritéria invariance jsou ekvivalentni a jedno
dostaneme z druhého, uvazime-li misto U inverzi UT.



Symetrie Schrodingerovy rovnice tedy urcuje Hamiltonian. Kuptikladu Ga-
lileova invariance se manifestuje specidlnim tvarem Hamiltonianu volné castice,
NORENY i o S
totiz H = B-, kde jsme polozili hmotnost rovnou jedné.!

Stejné jako zde, tak i v celém textu az do kapitoly (3) budeme uva-
zovat Casove nezavislé Hamiltoniany H a casové nezavislé operatory
K. Dale bude h =1, m =1, apod..

1V knize [19] je kuptikladu uk4zano, jak lze z pouhého pozadavku Galileovské symetrie volné
¢astice odvodit nutny tvar jejtho Hamiltonianu.
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1.2 Invariantni symetrie v kvantové mecha-
nice

Nejznaméjsi symetrie kvantové mechaniky jsou symetrie Hamiltonianu H, ne-
boli invariantni symetrie.

Definice 1.2.1. (Invariantni symetrie) Unitarni operator V je invariantni
symetrii Hamiltonianu H pokud splnuje

VAV =H. (1.2.1)

e Ze vztahi (\71\72)T = VJVJ, V;_l = \A/Z-T platnych pro vSechny unitarni ope-
ratory V; se ihned nahlédne, Ze symetrie Hamiltonianu mohou tvotit grupy,

takzvané grupy symetrie Gg.

e Grupou symetrie budeme nazyvat libovolnou mnozinu unitarnich invariant-
nich symetrii uzavirajici se na grupu a nemyslime ji tudiz nutné aplnou
grupu symetrie obsahujici vSechny symetrie.

V textu se budeme zabyvat vyhradné Lieovymi grupami G. Hilbertiv pro-
stor H je pak unitarni reprezentaci GG. To znamen4, Ze je dano spojité zobra-
zeni z abstraktni grupy G do unitarnich operatori na H zachovavajici grupovou
operaci.

Casto uvazujeme jeji unitarni jednoparametrické podgrupy

~

V., = exp(—isk;)

c Vo= =ik, Vo= 1

ds
generované Hermitovskymi operatory K;. Témto operatortim fikame generatory G
a jejich pocet n je roven dimenzi G. Generatory se uzaviraji na Lieovu algebru se
zavorkou o A

(K, Ks] = i K.

Kromé Lieovy algebry g budeme jesté pracovat s prostorem polynomu U(g) v
generatorech g. Na néj je standardné rozsirena Lieova zavorka a jedna se tedy téz
o Lieovu algebru. V Sirsim smyslu ale budeme mit vyrazem Teu (g) zkrécené
na mysli to, Ze operator T je funkci generatori G.



Definice 1.2.2. (Integral pohybu) Hermitovsky operétor K nazveme inte-
gralem pohybu pokud o
[K,H] =0 (1.2.2)

e Operatory V, tvori unitarni jednoparametrickou grupu invariantnich syme-
trii, pravé kdyz je generator K integralem pohybu. Tento zékladni fakt je
dokazan v knize [2].

e Specialné je G5 grupou symetrie, pravé kdyz jsou jeji generatory K; inte-
graly pohybu.

e 7 Jakobiho identity
(K, [Ka, K3]] + [Ks, [K1, K] + (Ko, [K3, Ki]] = 0

se snadno ovéri, ze komutator integrali pohybu je opét integralem pohybu.
Integraly pohybu tudiz tvori Lieovu algebru

Po pripomenuti zakladnich pojm z teorie reprezentaci nasleduje souhrn nejdilezi-
téjsich matematickych vét, které se pii studiu symetrii vyuzivaji.

° Inv?riantni podprostor grupy G je takovy uzavieny podprostor W < H,
ze U,W C W pro kazdé g € G.

e Multiplet, neboli ireducibilni reprezentace grupy G, je takovy podpro-
stor H, ze neobsahuje zadné netrivialni invariantni podprostory. Multiplety
grupy G umi teorie reprezentaci klasifikovat az na unitarni ekvivalenci.
TFidy ekvivalence multipleti oznac¢ujeme jako [a].

e Casimirovym operatorem grupy GG minime operator C, ktery je jednak
polynomem v generatorech G, tedy Cel (g), a ktery jednak se vSemi
generatory komutuje. Casimirovy operatory grupy G ptisobi na multipletech
jako konstanty.

e Dulezité jsou takzvané polojednoduché grupy G dimenze n a ranku /.
Existuje pro né [ Casimirovych operatort C; takovych, ze prifazeni

[Oz] — (Cl, . .,Cl),

kde C; jsou hodnoty C; na multipletu typu [a], je prosté. Rikdme, Ze Casi-
mirovy operatory jednozna¢né oznacuji (¢isluji) ireducibilni reprezentace.



Véta 1.2.3. (Invariance energetickych hladin) Necht je Hamiltonian H
symetricky vici Gg. Potom jsou vlastni podprostory H invariantnimi podpro-
story Gg. To slovy znamena, ze vSechny transformace z G'g a vSechny genera-
tory K, zachovavaji energii.

Diikaz : Pro libovolny |1) € H, #e H |1)) = E |¢) a libovolny prvek g € Gy plati

ﬁ(Ug |¢>) = Ug( ;IA{UQ) |¢> = UgH |¢> - E(Ug |¢>)

Tedy Ug |1} ma opét energii E. Pro generatory je to ziejmé. O

Véta 1.2.4. (Komutujici Hermitovské integraly pohybu) Casimirovovy
operatory C' grupy symetrie Gs komutuji s H a mezi sebou navzajem. Ka-
zdy Casimirtiv operator generuje Hermitovské integraly pohybu C + C', CTC,
apod. .

Diikaz : Ze spolu Casimirovy operatory komutuji je patrné z toho, Ze jsou funk-
cemi generatori Gg a pritom kazdy z nich se vSemi generatory komutuje. Ze
stejného dtvodu s nimi komutuje i H. Hermitovskost je ze Stoneova teorému
zarucena jen pro generatory G g, ne pro Casimirovy operatory. K dikazu véty
si zfejmé staci uvédomit, ze Ct komutuje s Gg. Jestlize UJC’UQ =C pro kazdé
g € Gg, pak i UJC’TUE, = (7, nebot Ug je unitarni. O

Véta 1.2.5. (Spole¢na baze komutujicich operatort) Necht spolu Hermi-
tovské operatory K;, i = 1,...,n po dvou komutuji. Potom existuje spole¢na
ortonormalni baze vlastnich vektor.

Diikaz : Rozlozme prostor H na vlastni podprostory H, operatoru K, prislusné
vlastnim sliim A. Protoze K1 Ks [0)) = KoKy 1) = MK, 1) pro [¢) € My, pii-
sobi Ko jen v rdmci H,. Prostory H) se tedy rozkladdaji na podprostory H, ,, coz
jsou zaroven vlastni podprostory K, a zéroveii vlastni podprostory K, prislusné
vlastnimu ¢islu p. Déle lze postupovat indukei podle . (l
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Véta 1.2.6. (Rozklad H na multiplety) Unitarni reprezentace H grupy G
se direktné rozpada na multiplety. Mtuzeme psat H = @[a} Hap, kde Hiq je
direktni sumou d([a]) multiplettt H,, typu [a]. Cislo d([a]) nazgvdme multipli-
citou [o] v H.

Diikaz : Kazda unitarni reprezentace GG je uplné reducibilni, neboli se direktné
rozklada na multiplety. Pokud celé H neni ireducibilni reprezentaci, pak existuje
netriviadlni invariantni podprostor H;. Pro uzavieny podprostor H; existuje v
Hilbertové prostoru ortogonalni doplnék H,, ze H = Hi; &, Hs. Prostor H,
je kvili unitarité operatortt z G také invariantnim podprostorem. Jsou-li totiz
g € Gg, |¥) € Hy a|p) € Hy libovolné, pak

<¢| Ug‘P> = <Ugﬁg¢| Ug‘P> = <U;¢| 90> =0,

protoze U g |1) je z Hy. Takto lze postupovat indukei az k nejmensim ireducibil-
nim reprezentacim. O

Véta 1.2.7. (Multiplety jsou vlastni podprostory) Necht je H symetricky
viici polojednoduché grupé G's ranku [. Potom v kazdém H|,) existuje vlastni

vektor H. Specialng kdyz je d([a]) < 1 pro kazdé [a], pak lze psat

A ~ ~

H=H(C,...,C). (1.2.3)

Ditkaz : Jelikoz H komutuje se vSemi C;, existuje baze jejich spolecnych vek-
torti. Spolecné vlastni podprostory C; jsou pfitom prostory H, a v nich tedy
lezi i vlastni vektory H. Kdyz je d([o]) < 1, pak vlastni vektory H lezi v
kazdém konkrétnim H,. Protoze jsou vlastni podprostory H invariantni, musi
byt rovny celému H,. VSechny H, jednoznaéné oznacuji (C1,...,C)), lze psat
E:E(C’l,...,C’l)apotaimo[:[:ﬁ(é'l,...,él). O

Definice 1.2.8. (Degenerac¢ni grupa) Degeneracni grupa je takova grupa
invariantnich symetrii, kdy energetické hladiny H jsou pfesné jeji multiplety.

Zajima-li nas spektrum H a jeho degenerace, je zahodné najit tak vel-
kou grupu symetrie Gg, ze Hamiltonian bude mozné vyjadrit v jejich Casimiro-
vych operatorech. Znalost reprezentace GGg na H nam pak dava vsechny hodnoty
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(Ch,...,C0) az E=E(Cy,...,C)) i celé spektrum. Zname-li téZ dimenze a mul-
tiplicity multipleta (C1,. .., C)), miZzeme zespoda odhadnout degenerace jednot-
livych energetickych hladin. Vidime, Ze problém nalezeni spektra a degenerace
hladin 1ze s vhodnou grupou symetrie fesit algebraicky.

Hamiltonian ale mize mit néjaky specialni tvar a funkce £ = E(CY, ..., (),
muze naptiklad na dvou raznych (Cj,..., ;) nabyvat stejné hodnoty. O této
situaci mluvime jako o ndhodné degeneraci.

Je-li tato degenerace systematicka, mize to byt znamkou existence néjaké
vyssi grupy symetrie G5 D Gg. Multiplety grupy G% se totiz na multiplety pod-
grupy Gy rozkladaji a v obraceném pohledu mutizeme fici, Ze se rtizné multiplety
Gs do multiplett G% spojuji. Takové vyssi symetrii také nékdy fikdme dyna-
micka symetrie. Typicky se vyssi symetrie nachazi, kdyz zkoumame konkrétni
systém ze tiidy systému s néjakou ocekavanou geometrickou symetrii. Vy-
fesime ho analytickymi prostiedky typickymi pro danou geometrickou symetrii a
teprve pak, kdyz mame k dispozici energie vidime, Ze multiplety grupy geome-
trické symetrie jsou systematicky degenerované. To je presné pripad Keplerova
problému a izotropniho harmonického oscilatoru. U téchto systému tvori dyna-
mické symetrie dokonce degeneracni grupu.

12



1.3 Invariantni symetrie Keplerova pro-
blému a LHO

7Z hlediska kvantové mechaniky maji Kepleriiv problém a izotropni harmonicky
oscilator spolecné to, Ze se jedna o systémy se sféricky symetrickym potencialem,
které jsou nezvykle hodné degenerované. Kromé standardni rotac¢ni invari-
ance shodné pro vSechny sféricky symetrické systémy zde nalézame symetrii vici
necekané velké degeneracni grupé, ktera neméa geometricky puvod.

V obou ptipadech pracujeme na H = L?(R3) a uvazované Hamiltonidny jsou

Keplertiv problém : 0=1p>— "
Linearni harmonicky oscilator : H= % Zf’ . WZ(% +p2).
Izotropni LHO je charakterizovan tim, Ze w; = w pro vSechna i = 1,...,3.

U Hamiltonianu izotropniho LHO a Keplerova problému je sférickd SO(3) symet-
rie zfejma, nebot zaviseji pouze na normach vektorovych operatorti q a p. Pritom
se pozorovatelné q a p pii ptisobeni operatoru rotace R transformuji tak, jako
bychom je nasobili rotacni matici R.

Keplertv problém a izotropni LHO jsou rota¢né invariantni. Prislusny inte-
gral pohybu je ihlovy moment
L=qxp.

Casimirav operator so(3) je L? a plati komutacni relace

~ ~

[[A/Z‘,IA/]‘] = igijkﬁk s []ZQ,IA/Z] = 0 s [IA{,]ZQ] = 0 s [H, Lz] = 0

Kvili témto komutacnim relacim se mizeme omezit pouze na spolecné vlastni
vektory Vi, = RuY, operatortu H , L2 a ﬂz a separovat Schodingerovu rovnici
na thlovou a radialni ¢ast.

Resenim thlové ¢asti jsou sférické harmonické funkce Yj,,, pro néz plati

LY = (1 + 1) Yy, LY = mYi,.

Pro pevné celé [ > 0 jsou prostory D; = span{Y¥,, : m = —l, =l +1,..., 1 — 1,1}
multiplety SO(3), které maji dimenzi 2/ + 1.

Funkce R, a energie F,; nalezneme vyfesenim radidlni Schrédingerovy rov-
nice. Spektrum LHO je kladné a diskrétni. Spektrum Keplerova problému se déli
na diskrétni vazané stavy F < 0 a spojité spektrum £ > 0.
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Véazané energie Keplerova problému a energie izotropniho LHO s prislusnymi

degeneracemi N(q) jsou (n,l=0,1,2,...):

Kepleruv problém : E, = —ﬁ ,g=n+1+1
N@)=¢*,1=0,1,2,...,q—1

Izotropni LHO : Ey=wn+1+3), g=2n+1
N(g)=3(g+1)(g+2),1=0,2,4,...,q

pro g sudé, [ =1,3,5,...,q pro q liché

Je zfejmé, ze systematicka degenerace hladin se zde projevuje riznymi hodnotami
[ pro pevné q. Pro Keplertiv problém je [ = 0,1,2,...,q — 1. To by odpovidalo
hodnotam, které by pro néjaké (zatim abstraktni) thlové vektory J* nabyval
celkovy tihlovy moment L = J* + J~ v rozkladu

gt+iT

D+ @ Dj- = @ D,

=[5+ 5|

(257 + 1)(2j~ + 1) rozmérného multipletu grupy SU(2) ® SU(2) na multiplety
SU(2) s podminkami

T2 =T)?, g=2j"+1. (1.3.1)

Piseme-li

dostaneme z komutacnich relaci

[jz—*—,jj—] :Z.é:‘ijkj]j—, [j_ j_] :iEijkj];, [j+,j_] =0

AR % 7
az (J*)2 = (J7)2 podminky na B ve tvaru
[[A/i, B]] = ieijkék s [BZ, B]] = ieijkik s B . ]z = fJ . B =0.
Je > = (257 +1)2 =4(j"(j" + 1) + 1) a z vyrazu pro energii vazaného stavu
dostaneme dalsi podminku

—2HB? =2H(L* +1) + K2 (1.3.2)

Uvedené rovnice maji pro vektor B feSeni a je jim B=-—"—A, kde A je tzv
V—2H

Runge-Lentziiv vektor.
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Runge-Lentzuv vektor

. 1 . - A Kq 1 A -

A=5xL-Lxp)-— = 5ap’ —p(a-p) +aH

splituje vztahy A2 = Qﬁ(fﬂ +1) + K2, A-L=L-A =0 akomuta¢ni relace
[Ai,/ij] = _2i5ijk]:]f/k s [[A/Z,Aj] = igijkAk s [IA{,A] =0.

Specialné je A integralem pohybu Keplerova problému.

Vsimnéme si, ze H komutuje s B na vazanych stavech jiz podle konstrukce, nebot
je H konstantni na ireducibilnich reprezentacich D;+®D;- grupy SU(2)®SU(2),
v jejichz generatorech J* je B vyjadren.

Kvili tomu, Ze generatory SU(2) ® SU(2) a SO(4) generuji stejnou Lieovu
algebru, a kvili omezujicim podminkdm (1.3.1) na vyskytujici se reprezentace
dostavame, ze vazané stavy Keplerova problému maji SO(4) symetrii.

Runge-Lentziv vektor A je integralem pohybu pro vSechny energetické hla-
diny. Bohuzel se ale integraly pohybu AalL neuzaviraji v Lieovu algebru, jak je
patrné z komutacnich relaci v rdmecku, kde v [AZ, A; ;] vystupuje H. Normovany
vektor B lze oviem definovat i pro spojité spektrum E > 0 a pro F = 0. Pokazdé
bude B spolu s L béazi jiné Lieovy algebry, ktera bude generovat jinou grupu
symetrie.

Pro £ <0, E > 0 a F = 0 definujme vektory

A, B"=
—2F V2F

wel
>
ek
I

>

B =
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Vektory B+, B? spliiuji na prislusnych oborech komutacni relace
[ﬁz‘, AJ_] = igijki/k [f/i, B;r] = igijkﬁk [f/i, B?] = i€ijkﬁk
[B;,B; ] =iegle B, Bf|=—iegple  [B),B)]=0

a spolu s thlovym momentem L tvori Lieovy algebry

~

B~ :s0(4), BT :50(3,1), B®: ¢(3).
Casimirovy operatory s0(4) a so(3,1) jsou prvky
Cf=@B*?FL?, ¢f =B*-L=0.
Ty generuji grupu ¢tyFfozmérnych rotaci SO(4), Minkovského grupu

SO(3,1) a Eukleidovskou grupu SFE(3), které jsou pro £ < 0, £ > 0 a
E = 0 degenerac¢nimi grupami Keplerova problém.*

“Pfesnéji jsou degeneracnimi grupami O(4), O(3,1) a E(3) = O(3) x R3.

S ohledem na definici B* dostavame dosazenim Casimirovych operatort do A? =
2H(L? +1) + K? a vyieSeni vzhledem k H nésledujici.

Hamiltonidn Keplerova problému pro £ > 0 a E < 0 lze zapsat jako

. K? K?
H=— i - .
+2(BF)2FL2F1)  £2(CF F1)
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Pro izotropni LHO se nejprve definuji bosonové anihila¢ni a krea¢ni operatory.

Anihila¢ni a krea¢ni operatory linedrnitho harmonického oscilatoru

A~

ai:—(QZ‘i‘sz) ) 1—7( sz)

SH

splnuji komutacni relace

[, a;] = 0, [af,al] =0, [a;,al) = &y;. (1.3.3)

]

Generuji takzvanou Heisenberg-Weylovu algebru htw(3). Hamiltonian lze

zapsat jako
3
A N 1
H = E N+ =], 1.34

kde N, = &sz je hermitovsky operator poctu ¢astic splnujici komutacni
relace

A

(N3, al] = 6508, [Ni, ;] = =650, , [Ni, Nj] = 0.

Znamym cvicenim je algebraicky dukaz faktu, Ze spektrum LHO je ireducibilni
reprezentaci algebry hw(3). Existuje totiz stav s nejnizsi energii |0) a vSechny
ostatni stavy vygenerujeme ptsobenim slov z operatort aj jako

|’I7,1, Nna, n3> = an,nmns (dDm (anQ (d;)ng ‘0> )

kde Ny, noms je normalizaéni konstanta. Takovy stav mé energii

E(nl,nz,ng) = w(m -+ no + n3 —+ 5)

Hamiltonian (1.3.4) lze chapat jako normu ||z|| = Z;21 + 2222 + Z323 komplexniho
vektoru z, kde roli z; hraji anihila¢ni operatory a;. Normu ||z|| zachovéavaji prave
v8echny unitarni transformace z U(3). Grupa U(3) ovSem muZe pusobit i na
vektoru operatort a , a to podle predpisu

UalUT = Uﬁ 1.3.5
J

Protoze jiné nez unitarni transformace normu nezachovavaji, mame nasledujici.
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Degeneraéni grupou izotropniho LHO je grupa U(3). Algebra u(3) se reali-
zuje v operatorech

iy = a]a
spliiujicich komutacni relace

[, ] = Ojwls — G, (1.3.6)

Celkovy operétor poctu &astic N = 25;1 N; = 25;1 U;; je Casimirovym ope-
ratorem U(3) a Hamiltonian lze zapsat jako

3

Pro zajimavost uvedme, Ze vSechny vypocty provedené vyse lze jak pro LHO,
tak pro Keplertiv problém zopakovat i v obecnych n rozmérech. Geometrickou
symetrii pak bude grupa SO(n) a thlovy moment bude in(n — 1) rozmérny
antisymetricky tenzor ﬁw V definici Runge-Lentzova vektoru zaménime x za
obecnéjsi antisymetricky produkt A a dostaneme Runge-Lentztv tenzor s ana-
logickymi vlastnostmi. Degenerac¢ni grupou vazanych stavi Keplerova problému

bude SO(n + 1) a degenera¢ni grupou izotropniho LHO bude U(n).
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2. Dynamické grupy a dyna-
mické symetrie

V této kapitole se budeme zabyvat operatory, které s Hamiltonidnem obecné
nekomutuji,

[H,K] #0,

ale které lze téz vhodné vyuzit. Budeme chtit dospét k obecné definici dynamické
disledky jeji existence. K tomu je ovSsem nutné nejprve porozumeét algebraické
strukture kvantové mechaniky a dynamickym grupam. Pomoci dynamickych grup
definujeme kvantovou integrabilitu, ktera bude hlavnim disledkem existence dy-
namické symetrie. Kvantova integrabilita je pak zase situaci, kdy existuje do-
statecné mnozstvi dobrych kvantovych cisel k jednoznacnému oznacovani stavii.
Struktura této kapitoly je tudiz nasledovna.

1. V prvni podkapitole budeme feSit obecny kvantovy problém algebraicky.
Budeme studovat, jaké operatory je potfeba pridat k integralim pohybu
tak, aby vysledna algebra byla po praktické strance prinosna.

2. Ve druhé podkapitole definujeme pojmy dynamické grupy, ¢imz zac¢neme
na kvantové problémy nahlizet v ramci reprezentacni teorie. Uvedeme téz
dostatecné mnozstvi nazornych piikladd, které ovsem z divodu udrzeni
rozumnych rozméria této prace zde nebylo mozné tesit iplné disledné.

3. Ve treti podkapitole definujeme tplnou mnozinu komutujicih operatort
a kanonicky fetézec podgrup. Budeme se zabyvat tim, jak lze diky témto
pojmim jednoznac¢né oznacovat bazi prostoru stavii. V nasem algebraickém
pohledu dale definujeme nestandardni pojmy kvantovych stupni volnosti a
integrability. Priklady také nebudou chybét.

4. Ctvrta podkapitola je vénovana dynamické symetrii, jejim implikacim a
popisu dynamického naruseni symetrie.
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2.1 Algebraické reseni kvantového problému

Na konci podkapitoly (1.2) jsme obecné diskutovali, jak lze ze znalosti do-
statecné velké grupy invariantnich symetrii vydedukovat spektrum a degenerace
energetickych hladin. Za jistych predpokladi nam vse vyplyvalo doslova .,z ta-
bulek® o ireducibilnich reprezentacich a tento problém jsme mohli vyresit alge-
braicky. Potfebovali jsme k tomu

1. najit grupu symetrie G,
2. vyjadiit H = H(C’l, ce C’l), kde C; jsou Casimirovy operatory Gs.

Dalsim krokem k tplném feseni kvantového problému je nalezeni stacionarnich
stavi. Pokracujice v algebraickém duchu se budeme zabyvat tim, jestli 1ze vSechny
vlastni vektory H vygenerovat z nejlépe jednoho vlastniho vektoru. Tim
si pri feSeni v mnohém ulehc¢ime praci a navic itvahami provedenymi zde se nam
stane dostupnéjsi pojem dynamické grupy, ktery se chystame zavést v néasledujici
kapitole.

Piiklad 2.1.1. (Generovani vlastnich vektori LHO se stejnou energii)
Uvazme izotropni piipad n rozmérného LHO s degenera¢ni grupou U(n). Pro
© # 7 mame napiiklad

[NZ,’IALZ]] = ’lll'j y [NZ,’IAL]Z] = _aji y [’lll'j,’lljz] N N L= uﬂ (211)

a vidime, Ze 15, 1 # j zdviha a snizuje vlastni ¢islo operatoru 1-tého poctu castic

N; 0 1 a zéroveti o 1 snizuje vlastni &slo operatoru N Protoze ale [u;, H | =0,
U;; neméni energii. Takto lze vygenerovat celé energetlcke hladiny.

Piiklad 2.1.2. (Generovani vlastnich vektortt LHO s rtznou energii)
Uvazme obecné anizotropni n rozmérny LHO s n frekvencemi w;. Hamiltonian je
H=>" w(N;+ %) a jsou spliieny komutac¢ni relace

Pokud je |E) vlastni vektor s energii F, pak plati
Ha; |E) = (H, ;) + a:H) |E) = w;a; | E) + Ed; |E) = (w; + E)a; |E) .

Piimo z komutaé¢nich relaci (2.1.2) tedy plyne, Ze a;/ d;r snizuji/zvysuji energii o
hodnotu w;.
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U oscilatoru jsou snizujici a zvysujici operatory obzvlasté dilezité, nebot
jeho spektrum je generovano maximalné n elementarnimi energetickymi rozdily
A; = w;. Postupnou aplikaci a;/ aj pro rizné w; na vakuum |0) skuteéné ,na-
vStivime* vSechny energetické hladiny.

Dostupnost vSech stavii v jedné energetické hladiné opakovanym ptusobenim
prvki z Lieovy algebry u(n) degenera¢ni grupy U(n) je implikovana ireducibil-
nosti této energetické hladiny. To je pravda i o multipletech libovolné algebry.®

Ekvivalentné lze fici, ze je-li H ireducibilni reprezentaci g, pak pro kazdé dva vektory
existuje prvek z U(g), ktery jeden pfendsi na druhy.

Jako na jisté zobecnéni degeneracni grupy na celé spektrum je tedy mozné
pohliZzet na nésledujici pojem.

Definice 2.1.3. (Algebra generujici spektrum - SGA) Algebra gene-
rujici spektrum, zkracené SGA, je takova algebra, ze Hilbertiv prostor je jeji
ireducibilni reprezentaci.

Priklad 2.1.4. (SGA izotropniho oscilatoru)
SGA izotropniho oscilatoru je naptiklad Heisenberg-Weylova algebra hro(n). Pro-

toze je
(i, ax) = —0udy , [, a}] = dja), (2.1.3)
tak také u(n) x hro(n) je SGA.?
Po vzoru komutacnich relaci (2.1.2) mtizeme zkusit zvySujici a snizujici ope-
ratory nalézt pro obecny systém jako feseni rovnice

[H;, K] = AiK (2.1.4)

pro néjakd realna cisla A;, kde H; jsou vSechny prvky algebry komutujicich inte-
grali pohybu Hamiltonidanu H. Algebru komutujicich integralt pohybu oznac¢ime
jako h. Obecné vlastnosti feSeni rovnice (2.1.4) jsou:

2Algebra u(n) x hro(n) je takzvany polopiimy soucin. Ten se vyznacuje tim, Ze jedna algebra
plisobi na druhou skrze zavorky, viz rovnice (2.1.3).
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e Pokud K, splituje (2.1.4) s Al a Ky s A2, pak

[ﬁh [[A(luf(ﬂ] = [R'% [ﬁukl]] - [[A(la [k2aﬁz]] = _Ail[f(%f(l]"‘
+ A[Ky, K] = (A} + AD)[Ky, K.

Reseni rovnice (2.1.4) se tedy uzaviraji na Lieovu algebru, kterou pro nyni
oznacme jako g.

e Adjunkci vztahu (2.1.4) mame
[H, KT = —AKT, (2.1.5)

a tedy je-li KsA FeSenim, pak je jim i Kts —A. Operator K pak znacime
jako K+t a operator KT jako K.

e Ze vztahu vySe mame, 7e [K, K| komutuje se viemi intergraly pohybu.
JelikoZ sem poc¢itame i Hamiltonian®, je [K+, K~] € b.

V téchto vztazich poznavame takzvany Cartantv rozklad polojednoduché
Lieovy algebry g.

Polojednoduchéa Lieova algebra je Lieovou algebrou polojednoduché grupy. Je
charakterizovana svou dimenzi n, rankem [ a takzvanym kofenovym systémem.
Rank [ oznacuje dimenzi takzvané Cartanovy podalgebry b, coz je maximalni
komutatitivni podalgebra slozena z diagonalizovatelnych prvkii.

Plati matematicka véta, ze pro obecnou polojednoduchou Lieovu algebru g lze
najit Cartan-Weylovu bazi g sloZzenou z H; e he=1,...,la K, pro kterou
plati komutacni relace

[H;, H;] = 0 [K*, K™ = o'H,
[]:Ii,Ka,] :aif(a [KQ,KB] :Naﬁka—’—ﬁ s (Oz;é—ﬁ),
kde &iselny vektor a = (at,. .., al) je takzvany kofen a jejich sada tvofi zminény

korenovy systém. Pro ten plati, Zze pokud je v ném «, pak je v ném i —a, a prvky
K* mtzeme opét rozdélit na zvysujici a snizujici operatory.

Fyzikalnimi avahami vyse jsme tedy odvodili to, ze systém zvysujicich a snizu-
jicich operatort a prislusnych integralti pohybu mtze tvotit néjakou polojednodu-
chou Lieovu algebru. Nalezené algebra pak velmi pravdépodobné muze byt SGA
daného systému. Proto maji polojednoduché algebry ve fyzice predni postaveni
a nekteri autori s predpokladem polojednoduchosti uvazovanych grup implicité
pracuji.

3Nebo néjaky ekvivalent Hamiltonidnu, viz Keplertiv problém a operator K5 déle.
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2.2 Dynamické grupy

Zacnéme rovnou s definici. Disledky a fyzikalni motivaci budeme diskutovat

v bodech déle.

Definice 2.2.1. (Dynamicka grupa) Grupu Gp, jejiz je H ireducibilni
reprezentaci, nazveme dynamickou grupou.

Srovnanim dynamické grupy Gp s SGA mame:
e Reprezentace SGA se nemusi exponenciovat do reprezentace néjaké grupy.

e SGA nemusi byt ani Lieova algebru. V tivahu prichéazeji obecné asociativni
algebry, superalgebry, gradované algebry v pripadé fermionovych a bosono-
vych systémi, apod..

e Dynamicka algebra gp je specidlnim pripadem SGA.

e Generatory dynamické grupy jsou na rozdil od prvki SGA nutné Hermi-
tovské a mohou s nimi byt spojeny méritelné veliciny.

e Pocet generatoru je roven dimenzi Gp, a tedy je konec¢ny.

Pocetni vlastnosti SGA jako Lieovy algebry a dynamické algebry jsou stejné. Dy-
namické grupé je ovsem pripisovan mnohem fundamentalnéjsi vyznam, protoze
skrze ni zavadime néasledujici pojem.

Definice 2.2.2. (Kvantové mechanicky systém/model) Kvantové me-
chanickym systémem ¢i modelem nazveme trojici

(GD7H7ﬂ>7

kde Gp je dynamicka grupa, H je jeji unitarni ireducibilni reprezentace a H je
Hamiltonian vyjadieny v generatorech G'p. Algebte gp fikame algebra pozoro-
vatelnych. Pti praci s kvantové mechanickym modelem vyzadujeme dodrzovani
nasledujicich pravidel.

1. Hermitovské prvky z U(gp) nazyvame pozorovatelnymi.

2. Komutator dvou operatori z U(gp) uvazujeme jako komutator v algebie,
ne jako komutator operatort.

Ihned odtud plynou néasledujici pozorovani.
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e Algebraické zavorky [—, —| jsou definované ,globalné“. To znamena, Ze v
kazdé konkrétné zvolené ireducibilni reprezentaci G'p budou generatory G p
a potazmo prvky z U(gp) spliiovat stejné komutacni relace.

e Cela informace o ,dynamické strukture“ kvantové mechanického modelu
je obsazena v dynamické grupé a H pouze vybirad konkrétni realizovanou
reprezentaci.

e Podle Schurova lemmatu tvori prvky z g ireducibilni mnozinu operatori,
aneb definuji na prostoru stavi H jakési ,,souradnice”.

e Vezmeme-li libovolny pevny nenulovy vektor vakua |0) € H, pak lze ke
kazdému jinému vektoru [¢)) najit prvek T' € U(gp), ze T'|0) = |¢).

Dynamické grupa a jeji zvoleny multiplet méa tedy za kol zachytit vSsechny
fyzikalni atributy studovaného systému. Jak lze ale k dynamické grupé viibec
prijit ?

1. Pro existujici Hamiltonian ji miZeme budto najit ¢i vhodné zvolit. To
je pripad Keplerova problému a harmonického oscilatoru.

2. Mizeme ji ale také postulovat predem za ucelem vybudovani néjaké te-
orie. To je pfipad IBM teorie nebo SU(3) modelu (viz dale). Zkoumané
Hamiltoniany pak konstruujeme pouze v generatorech Gp.

Navzdory tomu vSemu ale musime zdiiraznit jeden bod:

Dynamicka grupa neni definici (2.2.1) jednozna¢né urcena.

Zminili jsme se o hledani dynamické grupy. Pro klasické systémy ale zjistujeme,
ze jiz jednu dynamickou grupu, a¢ nepolojednoduchou, mame implicité zadanou.
O té mluvi néasledujici priklad.

Priklad 2.2.3. (Heisenbergova grupa)

Klasické systémy na L?*(R™) jsou vybaveny ireducibilni unitarni reprezentaci 2n+1
rozmérné Heisenbergovy grupy H,. Grupa H, neni polojednoduché, nybrz nil-
potentni. Jeji algebra h(n), takzvand Heisenbergova algebra,* je generovana

4Heisenbergova algebra je to samé jako Heisenberg-Weylova algebra hto(n) zminéna u LHO.
Matematicky korektné je ale hro(n) komplexifikaci h(n). Kazdopadné je ale hro(n) < U(h(n)).
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operatory polohy q, hybnosti p a imaginarni jednotkou 7. Ty spliuji komutacni
relace

Grupa H,, nadm poskytuje stavebni prvky pro vSechny pozorovatelné.

U klasickych bezespinovych systémt tedy vzdy vychazime z kvantové mecha-
nického modelu

(H,, L*(R"), H) (2.2.1)

Dalsim typickym kvantovée mechanickym modelem je spin .S, totiz trojice
(SU(2), D, Hs),

kde Dg je 2S+1 rozmérné reprezentace SU(2) a Hg = H(S,, S,, S.). Pro klasicky
Hamiltonian se spinem je kvantové mechanickym modelem?®

(H, ® SU(2), L*(R*) @ Dg, H).

Nasleduji priklady LHO, Keplerova problému a IBM modelu. U prvnich dvou z
nich budeme vyhodnou dynamickou algebru hledat vnotenou do U(b,,). To proto,
ze model (2.2.1) poskytuje pfilisnou redundanci, nebot je koncipovan pro popis
vsech klasickych modelt, a pro konkrétni systémy neni prilis uziteény. Bylo by
vyhodné nalézt polojednoduchou dynamickou grupu se snizujicimi a zvysujicimi
operatory.

Piiklad 2.2.4. (Izotropni LHO)

V ¢lanku [3] je uvedeno, ze standardni dynamickou grupou n rozmérného izot-
ropniho oscilatoru je
Gp = Sp(2n,R) x W(n),

kde W (n) je takzvand Weylova grupa a Sp(2n,R) je grupa kanonickych transfor-
maci, takzvana symplekticka grupa. Matematicky je prislusna unitarni reprezen-
tace Sp(2n,R) x W (n) na L*(R™) zkonstruovéna v ¢lanku [4], oviem to presahuje
ramec tohoto textu. Pro nase tucely staci to, ze prislusnou Lieovu algebru lze
generovat tak, Ze ptiddme ke generatorum algebry sp(2n,R) i prvky {&ZT, aj,1}.
Ukazme si, jak cela situace vypada.

5Symbolem G ® G2 myslime to, Ze soudin réznjch grup G; ® Go pisobi na Hi; ® Ho
reprezentaci p; ® pa, coz je tenzorovy soucin reprezentace p; grupy G na Hj a reprezentace ps
grupy G2 na Hs. Lieova algebra grupy G x G2 je pak souctem g; @ go a stejné tak je souctem
w1 @ pe = p1 @1+ 1® usg ijejich reprezentace na Hi ® Ho.
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Generatory dynamické grupy v U(h(n)) se realizuji jako dvojkombinace ani-
hilac¢nich a kreac¢nich operatorti, totiz prvky

N At A
Ui = Q; Q5 5, S5 = QA

Alebra sp(2n,R) = span{a;;, §Zi]} je polojednoducha a mé dimenzi n(2n+1). Ma
nasledujici strukturu podalgeber

sp(2n,R) > u(n) > so(n)
5585

i Ui Ui Lij = itij — ;).

Grupa Sp(2n,R) tedy obsahuje geometrickou symetrii SO(n) i degenera¢ni grupu
U(n). Komuta¢ni relace generdtoru sp(2n,R) s Hamiltonidnem jsou

[H, 4] =0, [H,5]] = 2ws

» 24g ij [Hu §;] = _2w§;

Operator §;; excituje i-ty a j-ty oscilator najednou a zvysuje energii o 2w. V
energetické hlading, ke které takto z vakua dospéjeme, se lze mezi vSemi vlastnimi
vektory dostat ptisobenim generatoru degeneracni grupy u(n). Problémem je, Ze
operatory §;§ lze excitovat vzdy jen pary jednorozmeénych oscilatori a z vakua se
tudiz pusobenim pouze prvki sp(2n, R) nemusime dostat do vSech energetickych
hladin. Napiiklad u jednorozmérného oscilatoru se zakladnimem stavem |0) je
st = afa’, 5= = aa a vidime, 7e spektrum {|n) : n = 0,1,2,...} se rozpad4 na
dvé ireducibilni reprezentace sp(2, R) generované vektory |0) a |1). Proto je také
dynamicka grupa zkonstruovana jesté pripojenim W (n).
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Piiklad 2.2.5. (Kepleruv problém)

Spolecné vlastni vektory operatorii fﬁ, L, a Hamiltonidnu H se sféricky symetric-

kym potencidlem mizeme psét jako ¥, (q) = Ru(r)Yim (%), kde R, (r) spliuji
radialni Schrodingerovu rovnici

- 1d2 1d  I(l+1)
S dRm(T) = <—§@ — ;5 + 972 —+ V(T)) Rnl<r> = Eannl<T>-

Nasim prvnim cilem je tedy vyjadrit Srad prvcich néjaké algebry a prevést
problém urceni spektra H do algebraické roviny.
Je jasné, Ze se musime omezit na specidlni tvary potencidlu V(r). Pro ob-

vyklé potencidly je vyhodné pracovat s algebrou so(2, 1), ktera se podle knihy [5]
realizuje v diferencialnich operatorech jako

. 1 d? 1 d 16
K - 2—a« =~ = l-a [ e o'
! 2042T dr? OzQT dr + 2T 2T
. —i 0
Ko — —p 2
2 «Q T@T !
. 1 d? 1 d 16 1
K - 2—a =~ = l-a M« et
s 2042T dr? OzQT dr + 2T + 2T

proa € Rap € C. S vyuzitim —i% = %(Alf), [T,—’i(%+%)} —ial =

qxp, L2 =r2p2— (q-P)? +iq - P lze toto prepsat do tvaru v q a p jako

2 1 2—an?2 —at 2 6 —a «a
K1 :TQQT — 2@2 L —+ 2T r
N 1 1
Ky=—d4-p—= <1+—)

« 2 «
N 1 3
Kq—=— 2—an2 7aL2 —a e’

3792 P Tl M Ty Ty

S tim se nam lépe pracuje, nebot jsou K; vyjadrené v generatorech grupy H,.
Operatory splinuji komutacni relace

[KMKZ] = _ZK?) ’ [K?))Kl] = 'LKQ 5 [K27K3] = ZKl
Rank s0(2,1) je 1 a existuje jeden kvadraticky Casimirtiv operator

K?=—-K? - K2 + K2.

Ve zdroji [5] je uvedeno, Ze v realizaci s0(2,1) vyse je K2 = + 14_0402‘2.
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Grupa SO(2,1) je polojednoduché, ale nekompaktni, a jeji unitarni repre-
zentace tudiz budou nekonecné rozmérné. Pri jejich hledani se postupuje stejné
jako napiiklad pro algebru so(3), akordt misto L. vezmeme K3 a misto L* bude
K* = K, +iK,. Takto lze odvodit, Ze ireducibilni reprezentace DT (k) grupy
SO(2,1) se spektrem K, omezenym zespoda jsou urceny celociselnym &k > 0, coz
je hodnota Casimirova operatoru K2, respektive K? = k(k — 1). Déle z tohoto
postupu plyne, ze se multiplety skladaji z vlastnich vektort K; s vlastnimi Cisly
q+ kproq=20,1,2,..., aze operatory K* zvySuji/snizuji ¢ o 1 pfi pevném [.

Konkrétni radidlni Schriodingerova rovnice Keplerova problému je

< 1d*> 1d +l(l+1) K

—-——F = 2.2.2
2dr2 rdr 272 r ) B(r) =0 ( )

Z predchozich obecnych vztaht se pro Kepleriiv problém pouziva realizace 50(2,1)
sfB=1+1)aa=1 Tedy K*=1(l+1), k=1+1 avlastni éislo ¢ operdtoru

Ksjeq=k,k+1,.... Po dosazeni dostavame generatory
o1 1 d? d (l+1)
K=—(p*-N==—r—— — + — L
! 2(7“p 7) 2 ( "4 T dr i r "

P | 1 d? d I(l+1)
Ky=-(rp*+7) = | —1r— — —
3 2( +7) 2( T @ r o
Vynésobenim rovnice (2.2.2) zleva polomérem r muzeme ekvivalentné psat
1 - ~ ~ ~
(§(K3+K1)+E(K3—K1)—K) R(r)=0 (2.2.3)
Tuto rovnici lze unitarni transformaci exp(—i@K>), kde tanh(6) = gf prevést
2

na tvar
(V=2EK3 — K)R(r) = 0.

7 toho plyne to, 7Ze radiadlni ¢ast vlnové funkce lze hledat jako vlastni vektory
operatoru K3, a ze lze psat

K? K?

H=—— Ey=—-—.
2K32 2q

Srovnanim s diive obdrzenym vztahem pro energii musi byt g=n+1+1, n =
0,1,..., nebot spektrum se dosud provedenymi operacemi muselo zachovat. Ope—

rator K3 je nékdy ekvivalentné bran jako nahrada H, protoze se jejich zaménou
nic nezméni.®

6V klasické mechanice se K vyskytuje také. Rik4 se mu regularizovany Keplertiv problém
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Dynamickéd grupa Keplerova problému musi obsahovat degenerac¢ni grupu
SO(4) a grupu SO(2,1) generujici feSeni radidlni Schrodingerovy rovnice. Podle
¢lanku [7] je vhodné dynamicka grupa SO(4,2), kterda mé nésledujici generatory

~ R R ~ 1 . ~
L=qxp Ky =5 (9" = 7)
1 1. .
N=5qp p(q-p)—iq Ky=q-p—i
S . 1
M =Zap -p(q p)+§q K3 5(7’29 +7)
T =/p.

Runge-Lentziiv vektor odpovida prvku N, nebot ten komutuje s K. Grupa
SO(4,2) je 15-ti rozmérnd, ranku 3 a nazyva se konformni grupa Minkovského
prostorocasu. Jeji netrivialni komutacni relace jsou:

N 50(3,1) 1
' . R ML) = i
| 50(3) [M;, M) il |' [(37]([]]_2122

[ 1, i — 7

(Lo, Lj) = ieijnLic [ | [Ls, M) = ieqde |

F - AL =Ry ] o
UL ING, NG| = dgiinly [Ni, M) B 102 HO[T, Ly = ey
. j j (Ko, N = —idl, || 2077 ’
N R | [KL T =N
) = el || B M= NG ),
i ’ ’ (K, Li] = 0 i
f s0(4) so(4, 1) .

—— - - L o T T T L . . o o T T L . L . D T T T L . L T o T T T L o T T o T T =S

Grupa SO(4,2) ma bohatou strukturu podgrup. Napiiklad degenerac¢ni grupu
SO(4), ktera je generovana L a N, SO(2, 1) generované K; a SO(4, 1) generovana
L, N, M a K.

Véazané stavy |nlm> Keplerova problému jsou skutecné ireducibilni reprezen-
taci SO(4,2). Kromé K* ménici energii ¢ pri pevném [ lze totiz vybrat vhodné
prvky generované L N ménici pii pevném q.
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Priklad 2.2.6. (Model interagujicich bosonu)

Podle ¢lanku [11] je jednou z nejhezcich aplikaci algebraické teorie model inter-
agujicich bosontt (IBM), ktery se pouziva k popisu rotaci a vibraci atomového
jadra. Dynamicka grupa je definovana jako Gp = U(6). Grupa U(6) se realizuje
v bosonovych anihila¢nich a kreac¢nich operatorech {Z;Z, ZA)Z} stejné jako u LHO. Je
tedy

H = span {/\/’lel;T bl Z;IN 0) :¢; € {1,..., N}} ,

11 712

kde N, i\ je normaliza¢ni konstanta.” Hamiltoniany se uvazuji v obecném tvaru
s jednocasticovou a dvoucasticovou interakci

N R 1 R ~ N
H=FE,+ Z €a,fUa,p + 5 Z Uy, B,y,6 ey, fUry, - (2.2.4)
Q@B OQﬁ,’Y,é

Pozadavkem aby byl (2.2.4) hermitovsky, pozadavkem rota¢ni invariance a da-
18imi omezenimi z IBM teorie se tvar Hamiltonianu dale specifikuje. Celkem zbude
7 volnych parametr IBM Hamiltonianu, které urcuji jeho vlastnosti.

"Jedna se tedy o ¢ast HY = Sym(’Hg9 N ) symetrického Fokova prostoru s Ho = C°.
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2.3 Problém kvantovych cisel a kvantova in-
tegrabilita
Abychom mohli postoupit dale, je nutné pochopit nasledujici pojem a jeho

vyznam. Demonstruje také odlisnost v matematickém a fyzikalnim chapani re-
prezentaci.

Definice 2.3.1. (Uplny systém komutujicich operatort) Systém ko-

mutujicich Hermitovskych operatort {[A(Z : 1 =1,..., M} nazveme tplnym
systémem komutujicich operatort, USKO, jestlize spoleéné vlastni hodnoty
(K1, ..., K)y) jednoznaéné oznacuji bazi H.

e Pii feSeni problému kvantovych ¢isel hledame takové USKO, které alge-
braicky komutuje s Hamiltonidanem (Hamiltonidn mize byt prvkem tohoto
USKO) a je slozeno z pozorovatelnych z U(gp). Vlastni éisla (K1,. .., Ky)
operatorit z USKO jsou pak dobrymi kvantovymi ¢&isly, ktera jednozna-
¢né€ oznacuji bazi stacionarnich stavi.

e Kdybychom znali bazi stacionarnich stavi |v;), pak bychom mohli vzit ope-
rator
K=Yl (Wl
J

ktery by byl sam o sobé USKO komutujicim jako operator na # s operato-
rem H. Pro rozumné vyuziti je tedy nutné hledat prvky USKO jiz v algebie
pozorovatelnych s globalné platnymi komutacnimi relacemi.

e Ptedchozi bod je v souladu s chapanim kvantového systému. Prostor H je
prostorem dynamickych stavii, ktery nahlizime skrze algebru pozorovatel-
nych. Uvazujeme tedy ,, kompatibilni v rameci algebry komutujici pozorova-
telné a potrebujeme jich takové mnozstvi, aby jejich soubézné naméfitelna
vlastni ¢isla davala o systému tuplnou informaci. Vychazime tedy z pred-
pokladu, ze dopredu nezname konkrétni podobu reprezentace, a abychom
mohli napsat matice ptislusné operatortim z gp potiebujeme nejprve urcit
bazi H, a to jakoby zevnitt algebry pozorovatelnych.

Maximalni pocet algebraicky nezavislych a algebraicky komutujicich integral
pohybu Hamiltonidanu H je omezen vlastnostmi dynamické algebry gp.

V teorii reprezentaci se standardné voli baze multipletu H polojednoduché al-
gebry gp dimenze n a ranku [ jako baze slozena ze spole¢nych vlastnich vek-
torit komutujicich hermitovsky operatort z [ rozmérné Cartanovy podalgebry
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h < gp. Kvantovym ¢islam (K7, ..., K;) se pak fika vahy. Pokud plati, Ze ho-
dota (K, ..., K;) odpovida jedinému vektoru, tvoii {R’Z} C b USKO. Pokud ne,
pak podle zdrojt [6], [7] a [8] lze tuto mnoZinu vzdy na USKO doplnit £(n — 30)
takzvanymi Racahovymi operatory z U(gp). Celkem ma tato USKO tudiz
My ="t (2.3.1)
2

prvki, coz je zaruceno algebraicky. Tato USKO tedy fesi vzdy problém kvanto-
vych ¢isel, pokud je H funkef pouze prvki z Cartanovy podalgebry a b je pak
jeho komutujici mnozinou operatorii.

To ale neni obyklé, a proto tento postup zobecnujeme rozkladem reprezentace
GG na podreprezentace vhodného tetézce jejich podgrup.

Definice 2.3.2. (Kanonicky fetézec podgrup) Retézec podgrup Gy =
Gp D G1 D ... D G, je kanonicky, jestlize plati:

1. Ireducibilni reprezentace [A] grupy G; se vyskytuje v ireducibilni repre-
zentaci [p| grupy G,;_; maximélné jednou pro vSechny vyskytujici se re-
prezentace [u] a [A].

2. Grupa G, je Abelovska.

e Je nam znamo, Ze reprezentace grupy G se direktné rozklada na multiplety
jeji podgrupy Giy;.

e Prvni bod v definici pak zajistuje, Ze postupujeme-li pii rozkladu zleva
doprava tak, Ze si v dosazeném multipletu typu [\;] grupy G; vybereme
multiplet typu [A;1] grupy G411 a na néj postoupime, bude mit posloupnost

jednoznac¢né zakonceni pravé v jednom multipletu grupy G,,.

e Druhy bod v definici tika, Zze nejmensi multiplety G,, budou jednorozmérné
paprsky.

e Nechf jsou vSechny G; polojednoduché ranku /; a tudiz rizné typy mul-
tipletti [\;] grupy G; &isluji hodnoty I; Casimirovych operatorti (C1, ..., CH).
Znacku (2.3.2) ¢islujici bazi H 1ze pak nahradit vektorem vlastnich hodnot

(cl,....clv.cl ... cl oot ), (2.3.3)

které na daném vektoru nabyvaji Casimirovy operatory C’f‘
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Kanonicky fetézec tedy dava piirozené USKO
{Cu{Csyu...u{C} (2.3.4)

vybirajici nékterou bazi.

Pokud H se viemi C’f komutuje, specialné je funkci nékterych z nich, pak USKO
(2.3.4) kanonického Fetézce Tesi problém kvantovych ¢isel.

Retézec podgrup, ktery nesplituje prvni podminku definice (2.3.2) nazyvidme ne-
kanonickym Fetézcem. MnoZina operatort (2.3.4) pak sama o sobé USKO
tvorit nebude a bude tudiz existovat vice vektorti oznacenych jednou sadou ¢isel
(2.3.3). Vzniké problém takzvanych ,,missing labels*.

Podle jiz citovanych zdroju [6], [7] a [8] lze Casimirovy operatory (2.3.4) libo-
volného Fetézce podgrup Gp vzdy doplnit na USKO a co vic, operatortt v USKO
bude opét My. USKO néjakého fetézce podgrup lze tedy vzdy volit ve tvaru

{COHU{CSYU .. U{CY U {J), (2.3.5)

kde {jz} jsou néjaké operatory komutujici s éf takové, ze doznacuji ptripadna
,missing labels“. Aby tato USKO fesila problém kvantovych ¢isel, jiz nestaci, aby
Hamiltonian komutoval se vSemi C¥'. Nic by pak totiz nezarucovalo, Ze by mél

komutovat i s j@

Specialné kdyz je Hamiltonian funkci jen CA’]Q, pak automaticky s J; komutuje

a USKO nekanonického fetézce Tesi problém kvantovych &isel.

Zatim jsme vSe uvazovali v algebraickém smyslu a pritom se na konkrétni re-
prezentaci mize stat, Ze nékteré operatory v tomto My prvkovém USKO budou
tplné degenerované. Kdyz takové prvky z USKO vypustime, zbylé operatory
USKO ztistavaji nadale. Pro kvantové mechanicky model (Gp,H, H ) lze cislem
M oznadit poéet Uplné nedegenerovanych operatortt USKO, ktery je nejmensi,
brano pres viechny USKO piislusné viem moznym fetézctim podgrup. Ziejmé
bude platit
M < M.

Nyni mtzeme pristoupit k novym pojmum.

Definice 2.3.3. (Kvantové stupné volnosti) Pro kvantové mechanicky
model (Gp,H, H ) ozna¢me symbolem M nejmensi pocet iplné nedegenerova-
nych operatortt v USKO piisluinych véem moznym Fetézciim podgrup. Pak M
nazveme poctem kvantovych stupni volnosti.
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Definice 2.3.4. (Kvar}tové integrabilita) Rekneme, Ze kvantové mecha-
nicky systém (Gp,H,H) je kvantové integrabilni, pokud existuje M alge-
braicky nezavislych algebraickych integrali pohybu H.

Podle zdroje [7] 1ze M dobrych kvantovych ¢isel integralti pohybu integrabil-
niho systému vzdy doplnit na USKO. Plati tedy:

Kvantové integrabilni systém (Gp,H, H) ma USKO jejimiz prvky je M inte-
gralt pohybu s M dobrymi kvantovymi ¢isly.

Nésleduji priklady na fetézce podgrup a oznacovani stacionarnich stavii dob-
rymi kvantovymi ¢isly, respektive na kvantovou integrabilitu.

Piiklad 2.3.5. (Harmonicky oscilator)

Pro izotropni harmonicky oscilator ve tfech rozmérech mame fetézec

Sp(6,R) x W(3) D U(B3) D SOB) D SO(2).
{N} {L*} {L.}
{q} {1} {m}
Casimirovy operatory dynamické grupy neuvazujeme, nebot jsou stejné na spek-
tru konstantni. Tento fetézec obsahuje geometrickou S O(3) symetrii a degenera-
¢éni grupu U(3). USKO {N, L2, L.} vybir4 béazi stacionarnich stavii [nlm), Ze

N |nlm) = g |nlm) , L*|nlm) = 1(1+1) |nlm) , L. |nlm) = m |nim) ,
pricemz

H |nlm) = w <q + ;) |nlm) .

[zotropni LHO mé 3 kvantové stupné volnosti a je integrabilni.

Lze volit jesté jiny Fetézec takovy, ze ¢ast U(3) D SO(3) D SO(2) fetézce
vyse nahradime za U(3) D U(1) ® U(1) ® U(1). Jednotlivé U(1) jsou generovany
operatory N;, 7e N = Z?Zl N; a {Nl,NQ,Ng} tvoif druhé USKO. Spektrum
H v&etné vlastnich podprostort zlistava stejné, jen jeho bazi nyni tvori stavy
|ningng), ze

. . 3
Nz’ \n1n2n3> =N, \n1n2n3> s H \n1n2n3> = W <n1 + ) + n3 + 5) |n1n2n3) .

Lze ovérit, ze tyto jednotlivé operatory NislL?al, nekomutuji, a ze tudiz baze
|ninons) nerespektuje SO(3) symetrii.

34



Piiklad 2.3.6. (Kepleruv problém)

Pro ¢islovani vazanych stacionarnich stavii |[nim) Keplerova problému se pouziva
fetézec

S0(4,2) O  SOM@)®U(1) 5 S0(3) S SO(2)

{G3.¢3.¢y L+ N N-L Ky} {L?} {L.}
{=3,0,0} {¢*—1,0,q} {1} {m}

Protoze N odpovida Runge-Lentzovu vektoru A je ze vztahtlt odvozenych v pod-
kapitole (1.3) Casimiriv operator N-L nulovy Hodnota druhého Casimirova
operatoru SO(4) je L2+ N2 = K2 1 = ¢> — 1. Efektivné tedy staci jako USKO
pouzit sadu { K3, L2, L.}, kterd na |nlm) ptsobi jako

Ky |nlm) = (n+1+1) |nlm) , L? |nlm) = 1(1+1) [nlm) , L, |nlm) = m |nlm) .

Keplertiv problém ma 3 stupné volnosti a je kvantové integrabilni.

Systematicky je algebraicka struktura nejenom vazaného, ale i spojitého spek-
tra Keplerova problému popséna v ¢lanku [16]. V knize [2] je pak ukédzano, jak
lze Keplertiv problém separovat jesté v parabolickych soutfadnicich a dospét k
USKO {Kg,izg,Ng}. To by v nasem formalizmu odpovidalo zméné tetézce od
SO(4)®@U (1) doprava na SO(4)@U(1) D SO(2) ® SO(2), kde SO(2) ® SO(2) C
SO(4). Spektrum Hamiltonidnu véetné vlastnich podprostort by bylo samoziejmé
stejné, jen nova baze by nerespektovala SO(3) symetrii.

Piiklad 2.3.7. (Céastice se spinem)

V pripadé ¢astice se spinem S ¢isluje kanonicky fetézec SU(2) D U(1) bazi |SMg)
prostoru Dg. Retézec miizeme popsat jako
SU(2) > UQ1)
{5} {Ms}.

a vétvici pravidla® jsou Dg = @SMS:* g span{|SMg)}. Pro dvé castice se spinem
mame dva neekvivalentni kanonické retézce
I: SUR2)®@SU2) D SO(2)®S0(2)
{s®, s®} {Mga), Mg}

8To je termin pouzivany pro rozklad reprezentace grup na jeji podgrupy.
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IT: SU(2)® SU(2) D SU(2) D> SO(2).
{sW, s®} {5} {Ms}
Retézec I odpovida standardnimu rozkladu D 1) ® Dg2) na bazi vlastnich vektori
S a 8P 4 Cartanovy podalgebry s0(2) @ s0(2). V tomto ptipadé je multiplicita
kazdé vahy (Mga), Mge)) jedna a fetézec je skuteéné kanonicky s bazi

|SWS Mgy Mg . (2.3.6)

Retézec 1T odpovid vnoreni SU(2) do SU(2) ® SU(2) skrze celkovy spin S =
SM + S® . Jedna se o kanonicky fetézec. Vétvici pravidla jsou znama

S1) 4 5(2)
Dgay ® Dg» = EB Dg
S=[S(1) 52|
a baze je ocislovana jako
|SWSEISMg) . (2.3.7)

ODbé neekvivalentni baze (2.3.6) a (2.3.7) spojuji Clebsch-Gordanovy koeficienty,
které lze téz ziskat z algebraické teorie.

Retézec 11 pouzijeme napiiklad pro Hamiltonidny Hg = ASW . S@ 4 fetézec
I pak pro Hg = Hg(S!", 5.

Priklad 2.3.8. (SU(3) model)

V casticové fyzice je dobfe znamy SU(3) model pro klasifikaci baryont a mezont.
Grupa SU(3) ma dimenzi 8 a rank 2. Pocet stupiii volnosti je tudiz 3. V analogii
s Pauliho maticemi pro su(2) je su(3) generovana prvky —%i)\j, j=1,...,8, kde
A; jsou hermitovské Gell-Mannovy matice

010 0 — 0 1 0 0
)\1 = ]_ O O y )\2 = Z 0 O 5 )\3 = 0 —]. O
000 0 0 0 0 0 0
0 01 0 0 —2 0 0
M=lo0o00 ]|, x=[00 01],x= 01
100 1 0 0 10



Cartanova algebra je tvorena prvky A3 a Ag, ve fyzice ale spiSe isospinem Ty =
)3 a hyperndbojem Y = %)\8. Casimirovy operatory su(3) nas prili§ nezaji-
maji, nebot vétsinou pracujeme jen s nékolika malo jejimi ireducibilnimi repre-
zentacemi, které znac¢ime nejvyssi vahou (A, p), blize viz [9]. Prvni nalezenym
fetézcem podgrup grupy SU(3) je tedy

[: SUB) >UQL)®U®Q)
(A 1) {Y, Mr}

poskytujici vlastni vektory |aY Mr), kde a je
néjaky ,,missing label®.

Konkrétni ireducibilni reprezentaci zna-
zoriujeme v (Myp,Y') grafu, ve kterém kolecky
zna¢ime multiplicitu stavu |aY Mz). Zadné Obrazek 2: Mezonovy oktet. Cis-
kolecko znamend, Ze se |aY Mr) v reprezen- .. -0
taci nevyskytuje. Obecné plati, ze vahy na T—=0
kontutfe vzniknuvsiho obrazce maji multipli-
citu 1 a s kazdou dalsi obsazenou vrstvou blize
ke stiedu (M7, Y) = (0,0) se multiplicita stavt |aY Mr) v této vrstvé zvysuje o 1.
Je je tedy jasné, ze Tetézec I neni pro dimenzi reprezentace vétsi nez tii kanonicky
a ze je tieba dalsiho identifikdtoru. Proto se pouziva kanonicky retézec

ma T' = 1 a castice n ma

II: SUB) > UL)®SU2) > SO@2).
()‘nu) {YaT} {MT}

Novym kvantovym cislem je celkovy spin 7' nahrazujici a a stavy oznacujeme
|TY M7). Jak zavedeni T' Fesi situaci s vicendsobnou multiplicitou je patrné z
obrazku mezonového oktetu, tj. osmirozmeérné ireducibilni reprezentace. Jako tieti
bazi mizeme zvolit

I17: SU@3) D> SU(2) > SO(2)

(A, 1) {T} {Mr}.
Ta je oviem také nekanonicka, nebot napiiklad K° a K, resp. K a K° maji
stejné T a MpaleY =1 u K°a K7, zatimco Y = —1 u K a K~. O vnoieni

SUpim O SU(n) ® SU(m) se lze blize dozvédét v knize [10] a o SU(3) modelu
konkrétné v knize [9].
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Priklad 2.3.9. (Volna c¢astice)

Dynamicka grupa volné ¢astice v R" je H,, a integraly pohybu hleddme v U(h(n)).
Komutujici mnozina z U(h(n)) by méla mit (vychazeje z analogie v klasické me-
chanice) velikost maximalné n. Pocet stupni volnosti je tedy M = n a volna
castice je integrabilni, nebot s jejim Hamiltonianem komutuje n slozek hybnosti.
Vlastni vektory jsou |p) a je

p2

bilp) =pilp) . ﬁ|p>=§\p>-
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2.4 Dynamicka symetrie

Dynamické symetrie ve slibovaném modernim pojeti je specidlni situaci, ktera
na prvni pohled s klasickou predstavou symetrie jako transformace, pfi jejimz
plisobeni se néco neméni nesouvisi. Formalismus kvantové mechanického modelu
vSak na dynamickou symetrii pifimo navadi.

Definice 2.4.1. (Dynamicka symetrie) Rekneme, Ze kvantové mechanicky
systém (G p, H, H) méa dynamickou symetrii, pokud existuje fetézec podgrup

GpDGiD...DG,
takovy, ze Hamiltonian lze zapsat jako
H=H(CY,...,C),

kde C’f‘ jsou Casimirovy operatory grupy G;.

e Grupou invariantni symetrie (ne nutné degenera¢ni grupou) je ta nejme-
nsi podgrupa G}, na jejichz Casimirovych operatorech Hamiltonian netrivi-
alné zavisi.

e USKO fetézce podgrup uréuje bazi stavii v H jako
C) = {CrhACs}, .. {CR})

Hamiltoniany HyaHys dynamickou symetrii vzhledem k témuz fetézci pak
maji stejné vlastni vektory lisici se jen energii

Hl |C) = E1(C)|C) f{2 |C) = E»(C) |C).
Téty vlastnosti rikame, ze H, a H, jsou stejné analyticky resSitelné.

e Definice zobecnuje ,,dynamickou symetrii“ ve smyslu vyssi symetrie Keple-
rova problému a izotropniho LHO, nebot jak Hamiltonian Keplerova pro-
blému, tak Hamiltonian LHO jsou vyjadieny v Casimirovych operatorech
svych degeneracnich grup.

Je vyhodné celou situaci uvazovat z pohledu takzvaného dynamického naru-
Seni symetrie. Vezmémé napiiklad Hamiltonian Hy, ktery lze zapsat v Casimiro-
vych operatorech GG, specialné je vici GGy symetricky. Déale uvazme Hamiltonian

ﬁ2:H1+Ozé
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invariantni vuci Gy C G, kde C je Casimirtiv operator GGo. Hamiltonian [:12 jiz
neni invariantni vic¢i G, ale ma dynamickou symetrii fetézce G; O G,. Jaké
vyhodné skutec¢nosti tento fakt implikuje ?

e Energetické hladiny H; jsou poskladany z ireducibilnich reprezentaci [a]
grupy G;. Diky tomu, ze G5 je podgrupa G, tak se tyto reprezentace roz-
padaji na reprezentace 3] grupy Gs. Protoze H, je vaci Gy té7 symetricky,
tak lze vlastni vektory H; volit vzhledem ke G5 jako |v[a][8]), kde v jsou
néjakd dalsi kvantova ¢isla. Pvodni vlastni vektory |v[a][3]) Hamiltoni-
anu H s energu EW([a]) ztistavaji vlastnimi vektory H,, pouze s jinou

energii B ([a], [3]) .

e Energie E®([a],[]) a EW([a]) se lisi jen o hodnotu C, kterd zavisi jen
na [5]. Dynamické naruseni symetrie tedy sejme G1-degeneraci spektra Hj,
ovsem energetické hladiny se $tépi kontrolované.

Dilezitym disledkem existence dynamické symetrie je nasledujici véta.

Véta 2.4.2. (Dynamicka symetrie implikuje integrabilitu) Ma-li sys-
tém (Gp, H, H) dynamickou symetrii, pak je kvantové integrabilni. Dynamické
naruseni symetrie zachovava kvantovou integrabilitu.

Diikaz : Navazme na uvahy v predchozi kapitole ohledné USKO z Casimirovych
operatorii fetézce podgrup Je-li Tetézec, vii¢i némuz mé systém dynamickou sy-
metrii, kanomcky, pak USKO tvofi pifmo operatory (2.3.3). Je-li fetézec neka-
nonicky, pak USKO (2.3.5) obsahuje navic {J }, které se viemi C; komutuje, ale
kvili H = H(C2,...,C?®) komutuje i s H. Podle definice kvantovych stupiiit
volnosti je pocet nedegenerovanych prvki v téchto USKO vétsi nebo roven M a
specialné z nich lze vybrat M komutujicich integralti pohybu. O

Jsou znamy piiklady kvantové integrabilnich systémt bez dynamické symetrie.

Uvazme obecny kvantové mechanicky systém (Gp, H, H ) s M stupni volnosti.
Obvykle zkouméame systémy s néjakou predepsanou grupou geometrickeé sy-
metrie Gg. Tedy

e Vsechny Hamiltoniany jsou vii¢i Gg invariantni.

e Vsechny fetézce podgrup volime tak, aby prochézely Gg.
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Obrazek 3: Predepsana geometricka symetrie Gg.

Klasifikaci fetézcti mezi Gp a Gs pak muzeme nalézt systémy s dynamickou
symetrii, které jsou invariantni vzhledem ke Gg. Pocet stupnti volnosti nam ale
omezuje pocet nedegenerovanych Casimirovych operatort vyssich grup symetrie.

Pro sféricky symetrické potencidly mame neekvivalentni fetézce Keplerova
problému a LHO

Sp(6,R) x W(3) > U(3)

SO(4,2) S SOW) } > 50(3) 2 50(2)

Priklady na dynamickou symetrii lze z téchto fetézci konstruovat snadno a nema
smysl je rozebirat. Misto toho uvedme piiklady jiné.

Priklad 2.4.3. (Dynamické symetrie IBM modelu)

V modelu IBM se pouzivaji nasledujici t¥i neekvivalentni retézce

UB) D 05)
U(6) > 0O6) D O(5) » DSO(3)DS0O(2)
SU(3)
Hamiltonidny s dynamickou symetrii se tedy déli na tii typy. Diky tomu, ze
mame stejnou dynamickou grupu, mizeme tvorit Hamiltoniany zavislé na prvcich

z riznych Tetézcl, takzvané prechodové systémy. VsSe zavisi na volbé zminénych
sedmi paramtetri, viz piiklad (2.2.6). Blize o IBM modelu viz ¢lanek [11].

Pfiklad 2.4.4. (n rozmérny systém)

Méjme libovolny Hamiltonian H na H = C". Vzhledem k vlastni bazi [¢;) (1]

Hamiltonidnu H uvazme definujici reprezentaci U(n). Potom je Gp = U(n).
Uvazme projekéni operatory Pj; = |1;) (;] na vlastni stavy H, které zfejmé

tvori bazi u(n). Hermitovské operéatory

ék:p11+p22+...+pkk
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reprezentuji néjaké Casimirovy operatory podgrup U(k) grupy U(n). To proto,
ze

A oa 0 i>k Ao 0 j>k

a tedy C), komutuje se viemi pl-j, i,7 <k, coz jsou generatory U (k).
Dostavame tetézec podgrup

Un) > Un-1) > ... D U@
{Cn} {Cn-1} {C1}.

Ten je oc¢ividné kanonicky, coz mizeme piimo oveérit.

Operator Cy, je nulovy na |t;) proi = k+ 1,...,n a roven jedné na [1;)
pro ¢ = 1,...,k. Stav [¢;) je tedy jediny takovy, ze (C,_1,Ch_2,...,C1) =
(1,1,1,...,1,0,0,0, ), kde posledni jednicka je na k-té pozici zleva. Hamiltonidn
lze zapsat jako

H=> EP;=FEC+ Ey(Cy—C1) + E3(C5 — Co) + ... + B, (Cy — Criy) =
i=1
=(Fy — E5)Cy + (BEy — E3)Co 4+ ...+ (B — E,)Chq + B,

Je tedy vyjadien v prveich Cy, i = 1,...,n — 1 a podle definice (2.4.1) méa dy-
namickou symetrii vzhledem k fetézci vyse. Pti spravné volbé vnofeni podgrup
U(k) do U(n) lze dosdhnout i toho, Ze tento fetézec obsahuje libovolnou grupu
symetrie, nebot ta se projevuje rovnosti néjakych dvou energetickych hladin, a
tedy moznosti jejich U(2) promichani.

Pracovali jsme s libovolnym Hamiltonidnen a ukézali jsme tedy, Ze s dynamic-
kou grupou U(n) by byl kazdy takovy Hamiltonian integrabilni.

7 toho vidime, jak hodné integrabilita zavisi na zvolené dynamické grupé.
Kazdy Hamiltonian, jakozto operator na C™, ma podle vyse uvedené dynamickou
symetrie na fetézec U(k + 1) D U(k). Tento vysledek se ovsem tyka umeélého
systému s dynamickou grupou U(n).
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3. Sirsi souvislosti

V kvantové mechanice je patrné odcizeni pojmt dynamicka grupa ¢i dyna-
mickd symetrie od vyznamu symetrie jako transformace, ktera zachovava néjaky
objekt. Ucelem této kapitoly je naznacit, ze lze hledat jisté analogie v klasické
mechanice, které by s témito pojmy mohly souviset.

e V prvni podkapitole zminime kvantové mechanické integraly pohybu za-
vislé na Case, kterézto jsou nékdy spojovany s generatory dynamické grupy.
S témi jsou spojeny casové zavislé symetrie casové Schrodingerovy rovnice,
které by mohly dat dynamickym grupam standardni vyznam symetrii jako
transformacim prenasejicim mezi sebou feseni evoluc¢nich rovnic.

e Druha podkapitola je ivahova a zamyslime se nad tim, co by mohlo byt
analogii dynamického naruseni symetrie v klasické mechanice.
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3.1 Integraly pohybu zavislé explicitné na
Case

Vezméme operator K = K (TI, o ,Tn) zapsany v generatorech 7; dynamické
grupy Gp. Pro jeho ¢asovy vyvoj v Heisenbergové obraze miizeme psat
K(t) =" K(Ty, ..., T)e ™ = K(eTe ™ . e™T,e ) =

—K(Ti(t), ..., Tu(t)).

P

Operétor K (t) vykazuje explicitni zavislost na ¢ase, pokud

A~ ~ ~ ~ ~

K(t) = K(Ty(t), ..., T,(t),t) = K,((T1(t), ... Tu(t)),

neboli K (t) = UtTKt(TI, . ,Tn)Ut. Formalni zavislost K, na generatorech dyna-
mické grupy se tudiz také meéni s Casem.

e Vsimnéme si, ze casovy vyvoj kvantové mechanického systému je pouze
zménou reprezentace gp z 1; na unitarné ekvivalentni reprezentaci gp ope-
ratory T;(t).

e Explicitni zavislost generatort na case naopak znamena, Ze se s casem vy-
viji i dynamické algebra, tedy gp — (gp):- To mizeme chépat jako jistou
deformaci této algebry.

e S pouzitim Fetizkového pravidla a Heisenbergovy evolu¢ni rovnice dosta-
neme

d . d. oK .. . oK
—K(t)=—=K;+— =1 H,K(t —(1).
(1) = SRt S = il K]+ S (0
Nasledujici véta spojuje integraly pohybu definované vyse s ¢asem se zachovava-
jicimi veli¢inami.

Véta 3.1.1. (Teorém Emmy Noetherové v kvantové mech. verzi)

Pro obecny casové zavisly operator K, Ky=K plati

) . d - - . 0K,
Wl K |9), = WK W) & ZKit)=0 < i[H,KtHW:O- (3.1.1)

Slovy: stfedni hodnota f(t se s Casem neméni podél Casového vyvoje kazdého
) € H, pravé kdyz K(t) = K(0), pravé kdyz je splnéna posledni rovnice.
Operator K; nazveme ¢asové zavisly integral pohybu.
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e Pro zévorku [K;, G| dvou ¢asové zavislych integralti pohybu dostaneme

. 0K, 0G; -
Z[Ha [KthtH :_Z[Gta [Ha Kt]] _Z[Ktv[GtaHH [Gtv ot t]+[ att K]
O ~ =
_E[KtaGt]'

Casové zavislé integraly pohybu se tedy uzaviraji v Lieovu algebru.

e Operator K; je Casové zavislym integralem pohybu, pravé kdyz prenasi
kazdé feseni |¢), Schrodingerovy rovnice na jiné jeji feseni. Je totiz

gKtW’) < 8;; + K H ) V), = ([H Kt] + KH ) V), = HKtW})t

Uvazenim casové zavislych integralti pohybu se tudiz navracime zpét k pt-
vodnimu smyslu symetrii v Lieové teorii.

Otazka 1: Existuji ¢asové nezavislé generatory symetrii evoluéni rov-
nice, které nejsou invariantnimi symetriemi ?

e V kvantové mechanice ne. Z podkapitoly (1.1) vime, Ze , byti ¢asové ne-
zavislou invariantni symetrii“ je ekvivalentni ,,byti casové nezavislou symet-
rii Schrodingerovy rovnice“. PTi pouziti operatoru ¢asového vyvoje miizeme
toto zapsat jako ekvivalenci

[H,K]=0 < V.U,VI=U, , provsechnat a s,
kde V, = exp(—isK).

e V klasické mechanice ano. Lze ukéazat, ze podminka toho, aby trans-
formace generovana funkci F' na fazovém prostoru prenasela feseni Hamil-
tonovych rovnic, je {F, H} = C, kde C je konstanta.’ Invariantni, energii
zachovavajici transformace pritom museji spliovat {F, H} = 0.

Piiklad 3.1.2. (Jednorozmérny oscilator klasicky)

Pro jednorozmérny LHO je H = ¥(¢* + p®). VyFesime-li rovnici

OFOH OFO0H  OF OF

FHY =" o or
¢ =1 J o¢ op  op og  Poag “op

9Pienaseni feeni Hamiltonovych rovnic transformaci generovanou F je ekvivalentni tomu,
ze [Xp,Xy] =0, kde Xy a Xp jsou takzvand Hamiltonovska vektorova pole p¥islusnd H a F.
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dostaneme
w

F(q,p) = gatg <%) , G(q,p) = 5 (¢ + p%).

Funkce F generuje jednoparametrické grupy symetrii oznacené parametrem s.!
Pro pevné s je zména enegie

0

C(li—H:{F,H}:C, AE = As.
S

Graficky celd situace vypada tak, Ze trajektorie ve fazovém prostoru R? jsou
kruznice s polomérem urcenym energii. Jediné integraly pohybu, tj. funkce kon-
stantni podél kruznic, jsou jiz z geometrického pohledu funkce zavisejici na polo-
méru, tj. na energii. Pole Xz je normalou ke kruznicim a prislusna transformace
zvétSuje/zmensuje polomér.

Vime, 7Ze kvantovd mechanika uvazuje vektory z H ,az na fazi“. Zkusime
tedy prozkoumat jednoparametrické grupy unitarnich operatori Vy = exp(—isK),
které splnuji obecnéjsi predpis

V.U,V = =T, (3.1.2)
kde C' je konstanta. Derivaci tohoto vztahu podle ¢ mame
—iV,HU,V}! = isCe™CU, — ie™*“ HU,. (3.1.3)
Odtud pro t — 0 dostavame piedné
V.HVI = —sC + H < [H,V,] = sCV,. (3.1.4)
Derivaci (3.1.3) podle s dostaneme
—XA/SIA(FIUtKT + VSUJAIKVST = iCeiStCUt - stCeiStCUt + tCeiStCFIUt,
odkud mame limitou (s,t) — (0,0) komutaé¢ni relaci
[H, K] = iC. (3.1.5)
Infinitezimalni generatory operatort splnujicich zobecnény transformacni vztah
(3.1.2) tedy splitujf komutacni relaci (3.1.5), kterd odpovida pripadu { K, H} = C.
Pro vlastni vektor |p), ze H |p) = E|p) dostavame diky vztahu (3.1.4)

HV, o) = ([H, V] + V.H) ) = CsV; |0) + EVi |g) = (E +sC) |p) ,

0Takzvany tok ¢, pole Xp.
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tedy v, prenasi stacionarni stav s energii F a na stacionarni stav s energii £+ sC'.

Nejsou tedy tyto specialni operatory spliujici (3.1.5) souc¢ésti dynamické grupy
ve smyslu grupy obsahujici transformace, které prenaseji vektory mezi riznymi
energetickymi hladinami ? Mohly by byt, ale vzhledem k tomu, ze pro AE # 0
muze byt energeticky rozdil AE = sC prakticky libovolny a unitarni operator
nemuze nenulovy vektor zobrazovat na nulu, musel by mit Hamiltonian spojité
spektrum. V klasické mechanice jsou ovSsem spojita spektra samoziejmosti a neni
se ¢emu divit, Ze funkce F' splijici {F, H} = C existuj.

Otazka 2: Nesouviseji s generatory dynamické grupy casové zavislé
integraly pohybu ?

e Snadno se ovéfi, ze pro C¢asové zavisly integral pohybu K, je
K, =e¢ ™K < [H K]=AK. (3.1.6)
Podle konstrukce v podkapitole (2.1) bychom takto mohli dostat néjaké

A~

generatory dynamické grupy jako Kj.

e V clanku [3] tento piistup rozviji a v knize [12] dokonce dynamickou grupu
jako algebru ¢asové zavislych integrali pohybu v ¢ = 0 definuji. V ¢lanku [3]
rovnéz navrhuji postup, jak lze casové zavislé integraly pohybu hledat, totiz
skrze zobecnény teorém Emmy Noetherové v Lagrangeovské verzi pro
Casové zavislé variace. Pro Kepleriv problém skutecné naleznou SO(4,2) a
pro izotropni LHO Sp(2n,R) x W (n).

Véta 3.1.3. (Zobecnény teorém Emmy Noetherové v Lagrangeovské
verzi)

Pro Lagrangian L(g;, ¢;,t) uvazme obecné variace souradnic

qi(t) = q:(t) +0qi(t) , 6qi(t) = filq;(t),q4; (1), 1).

Jestlize lze vyslednou variaci Lagrangianu 0L zapsat jako

d
0L =—C
de
pro néjakou funkci €2, pak je veli¢ina
oL
K, = —dq; — 2 3.1.7
t s q ( )

i

casové zavislym integralem pohybu.
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Nésledujici piiklad je uplné prevzat z ¢lanku [3] a ilustruje postup autort pii
hledani generatort dynamické grupy.

Piiklad 3.1.4. (LHO v jedné dimenzi)

Lagrangian je L = 1(¢* — ¢*). Uvazenim variace 6¢ = f(t)g + g(t)q + h(t),
dostavame

oL oL
L = R =
) 3 dq + 2 (0q)

=(—q)(fd+gq+h)+d(fa+ fi+ gg+ gq+ h).

Pokud jsou splnény podminky f =—-29,g+49=0a h+h=0, lze psat

Q= %f@2+%(g—f)q2+hq. (3.1.8)

Pro funkce f, g, h mame vyfesenim téchto podminek
f :i(AGZit o Bf2it) 4 C
g =Ae?it 1 Be~2it
h =De" + Be™™,

kde A, B, C, D, E jsou libovolné konstanty. Dosazenim do vzorce (3.1.8), nésledné
do (3.1.7) a uvazenim libovolnosti integracnich konstant dostavame

?

1
H == 2 2 K:l::
2(29 +q°), K; <3F2

=)+ qp) T2 FE = (ptig)e™t.
Tyto funkce spliuji jak v ¢, tak v ¢ = 0 komutacni relace

(KT K™} =4iH , {H K} = F2iK* | {H,F*} = i F*

{(FY,F~}=-2i, {K* F*} =0, {K* F7} = 2F*

Skrze princip korespondence {—, —} — %[—, —| obdrZime pfislusné kvantové me-
chanické generatory. Porovnanim s naSimi predchozimi vysledky pro oscilator
méme K* ~ §* a F* ~al/a.
Zda se ovsem, ze pro libovolny operator K je operator definovany predpisem
K, = UKU]
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casové zavislym integralem pohybu, nebot

O—tt — —iHU, KU/ + iU, K HU} = —i[H, ).
To by odpovidalo klasické mechanice, kde méa systém na 2n rozmérném prostoru
2n Casoveé zavislych integraltt pohybu, které reflektuji pocate¢ni podminky.

V' kvantové mechanickém modelu hraji roli dynamickych souradnic genera-
tory T; dynamické grupy. Kazdy systém ma tudiz za algebraicky nezavislé casové
integraly pohybu ) A

(Tz)t _ Uth‘UtT _ e_itHTieitH.

Pokud bychom tedy definovali dynamickou algebru jako algebru ¢asové zavislych
integralti pohybu (T,)t v t = 0, pak sice dostaneme generatory dynamické grupy,
ale jedna se o definici cyklickou.

Autofi ¢lanku [3] ovSem vychazeli z klasickych systémi s operatory q,p a
hledali tudiz ,, vhodnéjsi* dynamickou grupu. Srovnanim s jejich vysledky zjistuji,
ze veskeré jejich casové zavislé integraly pohybu byly téz ve tvaru K, = e AR
pro néjaké A. Domnivam se tudiz, ze za vS$im stoji omezeni tvaru variace, ktera
je linedrni v soutadnicich a v rychlostech.
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3.2 Analogie v klasické mechanice

Klasickd mechanika pracuje s Hamiltonovskymi systémy (M, {—, —}, H), kde
M je varieta, {—, —} Poissonovy zavorky a H Hamiltonidn. To nas navadi na
zkoumani korespondence

(Mv{_v_}7H) = (GD,H,[:I).

Jen pro zajimavost uvedme, Ze v knize [13], ktera se zabyva speciélné Keplerovym
problémem, dochéazi autor pfi jistém procesu zvaném redukce z klasického Keple-
rova problému také ke grupé SO(4,2). A to tak, ze jakoby faktoruje ptvodni
fazovy prostor podle grupy symetrie SO(4).

V ¢lanku [7] pracuji naopak a s pomoci dynamické grupy kvantové mecha-
nického systému se snazi konstruovat jeho klasicky ,ekvivalent®. Na tom pak
zkoumaji neintegrabilni systémy. Je tedy mozné, Ze symetrické vlastnosti obou
systémtl, jakozto transformace prenasejici jednu trajektorii v prostoru dynamic-
kych stavii na druhou a jejich komutacni relace by byly v ekvivalentnich Hamil-
tonovskych systémech a kvantové mechanickych systémech podobné.

Hleddme-li analogii dynamické symetrie v klasické symplektické mechanice,
staCi se omezit na integrabilni systémy s n stupni volnosti. V tom pripadé exis-
tuje n komutujicich integrald pohybu I;, ze Hamiltonian lze zapsat jako H =
H(I,...,I,), a Ze omezené trajektorie systému se linou pouze po torech ozna-
¢enych jako I = (Iy,...,I,).'!. Plati, Ze n je maximalni pocet komutujicich inte-
grall pohybu, ale ze Hamiltonian mtze mit az 2n — 1 integrald pohybu, z nichz
ne vSechny spolu komutuji. Existence vice nezli n integrali pohybu mé dtsledky
pro periodicitu drah. Systém s 2n — 1 integraly pohybu ma napiiklad vSechny
omezené trajektorie uzaviené. Uzaviené trajektorie ale znamenaji, Ze se jich na
jednom toru se stejnou energii vyskytuje vice, na rozdil od pripadu, kdy existuje
pravé n komutujicich integraltt pohybu a torus I je husté vykryt praveé jednou
drahou. To je analogie degenerace energetickych hladin v kvantové mechanice, a
proto byvaji Keplertiv problém a izotropni LHO kazdy s 5 ti nezavislymi inte-
graly pohybu i v klasické mechanice nazyvany maximalné degenerované sféricky
symetrické systémy.'?

Analogii dynamického naruseni vyssi symetrie by mohlo byt napiiklad pric¢teni
I; k jejich Hamiltoniantim, které tory nezméni, ale jejich degenerace klesne. .

HTory jsou podvariety fazového prostoru, na nichz je I konstantni. Toto je obsahem zndmé
Liouville-Arnoldovy véty.

2Dokonce jiné maximalné degenerované sféricky symetrické systémy podle znamé véty o
uzavrenych trajektoriich z klasické mechaniky neexistuji.
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4. 7.avér

V préaci byly studovany invariantni a dynamické symetrie a dynamické grupy.
Jako pomérné pfirozeny se jevi pojem kvantové mechanického systému. Jednak
je pro néj mozné definovat kvantové stupné volnosti a kvantovou integrabilitu
a jednak odpovida pfredstaveé, ze systém nahlizime zvenci algebrou pozorovatel-
nych. Dynamickd grupa generuje spektrum Hamiltonidnu a je tak pfinosna po
pocetni strance. Dovoluje také zavést dynamickou symetrii. Dynamicka symetrie
zahrnuje jednak vyssi symetrii Keplerova problému a LHO a jednak piipad dyna-
mického naruseni symetrie. Existence dynamicka symetrie ma ptiznivé disledky.
Predevsim je systém s dynamickou symetrii kvantové integrabilni a jako takovy je
analyticky fesitelny. Jeho spektrum je dale odvoditelné ze znalosti hodnot, které
nabyvaji Casimirovy operatory piislusného retézce podgrup na jednotlivych mul-
tipletech.

Kratce jsem se téz zabyval souvislosti dynamickych grup a casové zavislych
integral@ pohybu a analogii v klasické mechanice. Casové zavislé integraly pohybu
mezi sebou prenaseji feseni Schrodingerovy rovnice. Ty z nich, které se daji nalézt
zobecnénym teorémem Emmy Noetherové poskytuji v pripadé LHO a Keplerova
problému generatory dynamickych grup.

Zavérem lze Fici, ze problematika symetrii je velice Siroka a na nékteré otazky
v tomto textu nejsou doposud podany jasné odpovédi. Dostupna literatura se
dynamickymi grupami a dynamickymi symetriemi zabyva spise jen z pocetniho
hlediska a jejich intuitivni vyznam a ptivod nevysvétluje.
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